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Parte 1 — Métodos de Otimizacao Continua ““classica”
Nocoes Elementares de Otimizacao
I - Funcao objetivo — a minimizar
Um problema muito comum em diversas areas €, dada uma funcdo escalar F de n
variaveis wi, Wy, ..., Wi , ... Wy , descobrir qual o valor destas varidveis tal que o valor da

func¢ao seja minimo.

w1

F(wi, wa, ..., wy) = F(w) L)

<
[

Wn

Nosso problema € entdo encontrar o minimante w* de F tal que

Fw*)<Fw) V w=zw* ou

w* = Arg Min F(w)
Yw

Em nosso caso de interesse os dominios sdo reais, F € ndo negativa e tem derivadas

de primeira e segunda ordem em relacao a quaisquer das varidveis w;
Propriedades de F
F(w) e w sdo reais. F(w) > 0

oF 1 Vw,, Vw
ow,

0°F

— 3 Vw,w., VW
oW, oW o
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Os aspectos simplificadores do nosso problema sao que F e w sdo reais, F é
continua e derivédvel, e ndo ha restricdes sobre os valores de cada w; . Os complicadores
sdo que F pode ser ndo linear, ndo convexa, e w pode ter dimensdo muito elevada.
Minimos Locais e Globais

Buscamos o valor de w* tal que F(w*) < F(w) para qualquer outro w diferente de
w*. Neste caso F(w*) e chamado de um minimo global da funcdo, mas sua determinagdo
implica em conhecer todo o dominio infinito de w, o que somente € possivel se a forma
analitica de F for conhecida.

Mas ¢é util conhecer o minimo de uma fun¢do em um dominio limitado, digamos
em uma esfera de raio € e centro em w . Este ponto é chamado de minimo local, porque é
minimo apenas em um dominio limitado.

Para um minimo global

Fw*)<F(w) V w=w*

e para um minimo local

Fw)<Fw +Aw) V Aw | IAwl <¢g

As fungdes Fo(w) e F(w, w;) esbocadas nos graficos abaixo apresentam minimos

globais e locais.

» W

Wglobal Wiocal w Wolobal Wiocal
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II — Aproximacoes de uma Func¢ao no entorno de um ponto qualquer w, (Taylor)

Qualquer fun¢do que admita derivadas pode ser aproximada em uma esfera de

raio € centrada em um ponto wy por uma série de Taylor

W =Wo+ Aw IAwl < ¢

F(wo+Aw)=F(wo)+ZaaF Aw;, "‘%ZZ
~ ow T

ilw,

0°F
oW, oW |

Awiij + ...

Wo

Na expressao da série acima estdo explicitados os acréscimos de ordem zero,
de primeira e de segunda ordem. Termos de ordem mais elevada sio normalmente

desconsiderados e ndo estdo explicitados. Uma notacdo vetorial, mais simples e elegante,

pode ser utilizada. Considere os vetores acréscimo A W e gradiente Y(WO) , € a matriz

Hessiana H(wg) definidos abaixo

o
ow, v
Aw, oF|
A e
A_W: AW]] = WZ —(WO):gl] = aa_F = 8W2 Wo
o wi Wo o
Aw N
o
ow, v,
9°F 9°F 3F | ]
ow; y ow, ow, " Ow, Ow "
. 3F | 9% J°F
F )
H(w,)=[n, |= S| ow, 0w, |, ow3|, ow, ow, |
i j Wo
9%F 0°F
ow, dw, " ow, w |
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Note que o i-ésimo componente do gradiente, g;, € a derivada da funcgao
objetivo em relagdo a i-ésima varidvel, w;. E a componente h;; da Hessiana € a derivada

segunda da fun¢@o objetivo em relag@o a w; e w;j. H € simétrica.

Observando a expressdo da aproximagdo pela série de Taylor da funcdo
verificamos que os acréscimos de primeira ordem correspondem ao produto interno dos
vetores acréscimo e gradiente, e que os acréscimos de segunda ordem sdo dados pela

metade da Hessiana pré e pés multiplicada pelo vetor acréscimo.

2
> awmawY(w,) e X ¥-0E

Aw,Aw; = Aw' H(w,) Aw
i wW. i j aWi aWJ

w

Entao
Fwo + Aw) = F(wo) + A_w'z(mo)%A_w‘ H(w,)Aw +--

A ordem das derivadas usadas d4 a ordem da aproximacdo. Quanto maior a ordem
maior o entorno € no qual a aproximacdo € valida. Em nosso estudo usaremos apenas

aproximagodes de primeira e segunda ordem.
Aproximacio linear ou de 1°. ordem

A aproximacao de primeira ordem envolve apenas o termo constante F(wg) e

as derivadas de primeira ordem.
F(wo + Aw) ~ F(wo) + Aw' V (wp)

Se a propria fungdo F(w) é linear a aproximagdo de 1°. ordem € exata. O

gradiente V(w) é constante e as derivadas de ordem maior que 1 sdo nulas, i.e., a Hessiana

H(w) € nula para todo w.

V(w)=ctte(w) e Hw)=0
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Aproximaciao quadritica ou de 2%, ordem

Envolve o termo constnte e as derivadas de primeira e segunda ordem apenas.

Flwo + Aw) ~ F(wo) + Aw ' V (wo) + LA H(w, ) Aw
J Aw w

Se F(w) é quadritica a aproximagdo de 2°. ordem € exata. A Hessiana H(w) é

constante e as derivadas de ordem maior que dois siao nulas.
H(w)=ctte (w)

Validade das aproximacoes

A regido em torno de wyp em que uma aproximacdo € védlida com um erro
menor que & depende da forma da fung¢do no entorno do ponto, isto é, depende do
acréscimo na fungdo, e ndo do acréscino nas varidveis independentes. A figura abaixo
esboca aproximagdes de primeira e segunda ordem para uma fungdo, onde fica claro que os
dominios onde a aproximacgdo vale dependem do comportamento da funcdo na regido.
Estes dominios ndo sdo obrigatoriamente esferas, nem simétricos em relacdo a wy. E facil
verificar, também, que dependem da direcdo considerada para fun¢des de mais de uma
varidvel. Uma melhor aproximagdo para estes dominios seria um elipséide, ndo uma

esfera.
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Entretanto a série de Taylor garante que o erro cometido na aproximagio €
sempre menor que o primeiro termo desprezado na série. Assim, podemos aceitar que a

aproximacao de primeira ordem
F(wo + Aw) ~ F(wo) + Aw' V (wp)

¢ vélida enquanto

I A Hlw,)Aw 1< 8

como | Aw | < ¢ sempre € possivel escolher & suficientemente pequeno para que a
aproximacdo de primeira ordem seja valida com erro menor ou igual a 6 em uma esfera de

raio € centrada em wy.

Aproximacao do Gradiente

O gradiente também € uma fungdo, e admite aproximacdo. Pelos mesmos
critérios anteriores a aproximacdo de primeira ordem de cada termo do gradiente no

entorno de wy pode ser escrita

or
aWi

0w
j aWJ an wo

AWj

wo+Aw
Em forma vetorial a aproximacao de primeira ordem do gradiente ¢:

V(w, +Aw)=V(w,)+H(w,)Aw
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Funcoes de duas ou mais variaveis

Fungdes de uma varidvel sdo muito simples de visualizar em um sistema cartesiano,
porque sao representadas por linhas. Usualmente utilizamos um espago bidimensional com
um eixo horizontal para representar a varidvel independente F e um vertical para

representar a varidvel dependente w.

Funcdes de duas varidveis sao mais complexas de visualizar, porque sdo
representadas por superficies em um espaco tridimensional e requerem uma visualizacdo
em perspectiva. Usualmente o eixo vertical para representar a varidvel dependente F e dois
eixos representando em perspectiva um plano horizontal, dominio das varidveis

independentes w; e wy..

v

Visualizacdo por Curvas de Nivel

Na drea de topografia, onde a visualizacio de relevos tridimensionais é
fundamental, a solu¢@o encontrada € visualizar estas superficies tridimensionais pelas suas
curvas de nivel. Para isto sdo criados diversos planos horizontais, cada um cortando o eixo
vertical em diferentes valores (cotas, em topografia). As intersec¢des destes planos com a
superficie que representa a funcdo sdo as curvas de nivel. Estas curvas de nivel sdo entdo
projetadas sobre o plano norizontal, gerando uma representagcdo em duas dimensdes da

superficie tridimensional..
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Generalizando, as curvas de nivel
sdo projecdes no espaco das varidveis
independentes w do lugar geométrico onde a
funcdo assume um determinado valor.

Assim, para funcdes de uma varidvel as

curvas de nivel degeneram em pontos, paras
duas varidveis sdo curvas, para trés varidveis
sdo superficies no espaco tridimensional e
para mais que trés varidveis sao
hipersuperficies em espacos

hiperdimensionais.

Curvas e Superficies de nivel

. N w,
Considere a reta t tangente a '

uma curva de nivel no ponto wy. Esta tangente representa a aproximacgdo de primeira
ordem da curva de nivel no ponto wy. Pela propria defini¢do de curva de nivel pequenos

deslocamentos a partir de wy sobre a reta t ndo alteram o valor de F, isto é

P, rad), =Fw) oo Lrear) -0

a=0

Logo a derivada da func¢do na direcao da tangente a curva de nivel € nula.



CPE 721 Otimizagdo Natural Moédulo I: Otimizagdo Continua Prof. Caldba 11/68

Para o caso de superficies de nivel a reta tangente se generaliza em um plano
(ou hiperplano) tangente & , e novamente pequenos deslocamentos a partir de wo sobre

ndo alteram o valor de F, isto €

cr =F(w,) a0 L Fw,+at) =0

F +at
(w,+et) = dw]|_, da ez

Logo a derivada da funcdo em qualquer direcdo contida no plano tangente a

uma superficie de nivel € nula.

III — Extremos:

Minimo

. . Ve . Ve . * 7 M
O objetivo de nosso estudo € descobrir os minimantes w (e os minimos) de

uma funcdo F(w), isto €, o ponto em que

Fw +Aw)>Fw) VAw | lAwlI<eg

No entorno de um minimante a fungdo pode ser aproximada por

Fw' +Aw) = Fw') + Aw' V(w') + %A_th@)A_w

O acréscimo AF da funcdo € dado por dois termos, um de primeira e outro de

segunda ordem.
AF = F(w*+Aw) - F(w*) = Aw' V(w ) + %A_W‘ H(w )Aw

Para | Aw | muito pequenos o termo de segunda ordem pode ser

desconsiderado, e



CPE 721 Otimizagdo Natural Moédulo I: Otimizagdo Continua Prof. Caldba 12/68
AF = Aw' V(w") = |Auf|V(w")| cos £ Aw, V(w )

Como ZAw,V(w') € [O, 27z], cos ZAw,V(w') € [—1,1], e a condi¢do

necessaria e suficiente para que o acréscimo seja nao negativo é

v(w')=0

Para | Aw | um pouco maiores o termo de segunda ordem usualmente domina,

e além disto o gradiente € nulo, entdo

AFE%A_WtH(E*)A_W

E a condicdo para que o acréscimo AF seja positivo é
Aw' H(w') Aw >0
Isto é, que H(w') seja definida positiva. Uma matriz real é dita definida
positiva quando pré e pdés multiplicada por um mesmo vetor ndo nulo resulta em um

nimero positivo, qualquer que seja o vetor.

As condig¢des para que um ponto w seja minimante de uma funcéo sdo entao:

Z(y*) =0 e H(w') definida positiva

Extremos

Um ponto w em que o gradiente é nulo é chamado extremo da fungdo, é
classificado dependendo da Hessiana e, em conseqiiéncia, do tipo de acréscimo AF na

fun¢do a que um pequeno deslocamento conduz (determinado pela Hessiana).
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Tipos de Extremos:

— k _ k
_ How® AF = F(w*+Aw)- F(w®) Tipo de Extremo
W . . .
Yo How) — 2 Aw' H(w)aw w
0 definida positiva positivo minimo
semidefinida .
0 o positivo ou nulo calha
positiva
0 definida negativa negativo maximo
semidefinida . _
0 . negativo ou nulo cumeeira
negativa
o positivo, negativo
0 nao definida sela
ou nulo

Um exemplo de cada tipo de extremo € esbocado a seguir em um espago
bidimensional, dim w = 2. LG significa Lugar Geométrico. Maximos € minimos sao
pontos, independente da dimensdo do espaco. Calhas, cumeeiras e selas sdo curvas no
espaco bidimensional e superficies no espaco multidimensional, dim w > 2. Calhas

também sdo minimantes.
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H semidefinida positiva

H definida positiva
AF >0

MINIMO
propriamente dito

H semidefinida
negativa

AF<0

CUMEEIRA

Prof. Caloba
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{
!
i il
w, .~ 7% curvade nivel
L minimo
E3
LG de w
F
aw./

H definida negativa H nao definida

AF <0 AF>0o0uAF <0

MAXIMO SELA

I=

14768
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O gradiente serd a nossa principal ferramenta nos processos de procura de

extremos de uma fungdo, e portanto vale a pena examinar algumas de suas propriedades.

Um acrécimo Aw (pequeno o suficiente para que a aproximacdo de primeira ordem valha)

aplicado no ponto de operagdo w, provoca um acréscimo AF na funcao

F(wo + Aw) = F(wo) + AF = F(wo) + Aw' V (w)

AF = AwW' V (wg) = IAw| |V F(wo)l cos 0

0= ZAw,V F(wo)

Aw

l.a) Para |IAwl| constante (e pequeno o suficiente) o gradiente indica a direcdo e o

sentido de deslocamento (6 = 0 ) do ponto de operagdo que provoca o0 maximo

acréscimo em F.

1.b) O deslocamento na mesma dire¢do e no sentido contrario do gradiente indica a

direcao

(0 =m) de maximo decréscimo em F.

1.c) O deslocamento em qualquer dire¢do ortogonal ao gradiente (® =+ w /2 ) ndo

altera o valor de F.

0=0

O0=m

o=+ 7
2

— AF max

[E— AF min
(-AF max)

Il
)

— AF

Aw

Aw
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2 — O gradiente € ortogonal ao plano tangente a superficie de nivel
que passa pelo ponto. Vimos anteriormente que quaisquer
pequenos deslocamentos de wy sobre o plano tangente a superficie
passando por wo ndo alteram o valor de F, logo estes
deslocamentos tem que ser ortogonais ao gradiente no ponto. Mas
se o gradiente € ortogonal a quaisquer vetores contidos no plano

tangente, entdo € ortogonal ao plano tangente.

Nas figuras a seguir esbocamos o gradiente para duas fungdes F em dois pontos

diferentes

f(w) 4

Flw, ,w )A

0 472

W
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V. Otimizacao
Nosso problema € encontrar um ponto w onde F(w") seja minima.
VI - Otimizacao: Solucao Analitica

Dos itens anteriores um minimante (local ou global) da fun¢do € o ponto W

onde o gradiente é nulo e a Hessiana é definida positiva
w | V(w)=0 e H(w) definida positiva
A - Funcoes Lineares

Funcdes lineares tem a forma

onde a € um vetor e b um escalar. A fun¢ao é representada por uma reta, um plano ou um
hiperplano, dependendo da dimensdao de w*. Fazendo wp = 0, Aw = w vemos que a
aproximacao de primeira ordem no entorno da origem € a propria funcdo. O gradiente da
funcdo € constante e ndo se anula, e a Hessiana € nula.

F(0 + w) = F(0) + w' V(0)

V(w) = a = ctte(w) Hw)=0

O minimo deste caso degenerado ocorre para IAwl tendendo a infinito e ndo

tem interesse pratico.
B - Funcoes Quadraticas
Func¢des quadréticas tem a forma

Fw)=c+w'b + wAw



CPE 721 Otimizagdo Natural Moédulo I: Otimizagdo Continua Prof. Caldba 18768

onde A é uma matriz, b é um vetor e ¢ é um escalar. A fun¢do é representada por uma
pardbola, paraboldide ou hiper-paraboldide, dependendo da dimensdo de w. Fazendo wy =
0, Aw = w e vemos que a aproximacdo de segunda ordem no entorno da origem € a

prépria fungao.

FO+w) =F©0 +w' V(0 + ! w' HOw
2

V@) =b
Hw)=2 A =ctte(w)
Em um ponto w qualquer o gradiente é
VO+w) =V +HwW)w = b+2Aw
O ponto w em que o gradiente se anula é dado por

Vw)=0 = w=-HOVO=-1A"b

1
2
Igual deducgdo pode ser feita a partir de um ponto w, qualquer. Neste caso o

ponto w onde 0 gradiente se anula é dados por
w' = wo— H (wo) V(wo)

Esta equagao € a base do método de Newton, ou método de Newton-Raphson.
O problema é que o célculo das derivadas de segunda ordem que compdem H pode ser
trabalhoso, e a inversdo de H pode ser numericamente mal condicionada, especialmente

nos casos em que a dimensdo de w é muito grande.

C - Funcoes de ordens mais elevadas e/ou transcendentes
Operar algebricamente com fungdes de ordem superior a dois ou com fungdes
transcendentes pode ser extremamente complexo. Nestes casos a solugdo € usualmente

obtida por métodos numéricos, que serao vistoa a seguir.
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VII - Otimizacao: Métodos Numéricos Recursivos

O principio dos métodos numéricos recursivos de determinagcdo dos minimos
de uma fung¢do € extremamente simples: a partir de um ponto de operagdo inicial w da-se
um acréscimo Aw que move o ponto de operacdo para w +Aw, onde a fungdo objetivo tem
valor menor que no ponto anterior. Como a funcdo € limitada inferiormente, repete-se o

processo até que um minimante seja alcangado.

w—w+A | F(w +Aw) < F(w)

O acréscimo Aw € definido por dois parametros, o passo a > 0 que controla o

tamanho do acréscimo, e o vetor d, que define a direcao do acréscimo;

Aw = od

Métodos Numéricos Recursivos - Algoritmo geral

Inicializag@o dos parametros e varidveis

Até que o critério de parada seja satisfeito
Passo de treinamento n
calcular as variaveis intermedidrias eventualmente necessarias
calcular d,

calcular o,

=w +a d

n+l —n n

fazer w

n

n=n+1
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Condicoes necessarias

Para que o processo funcione € necessario que cada novo ponto de operagdo tenha
um valor de F menor que o anterior. Se a for suficientemente pequeno para garantir que a
aproximacao de primeira ordem € vélida o acréscimo em F serd

AF = AW'V(w)=ad'V(w)=ald|IV(w)lcos £d, V

e AF serd negativo se

g

/24, Vv € (90°270%)

iy
. 4
As condig¢des para que o processo convirja sdo que (1) a seja suficientemente
pequeno para que a aproximagdo de primeira ordem seja vdlida e (2) o angulo entre a

direcdo do acréscimo e o gradiente no ponto esteja entre 90 e 270 graus.

VIII - Otimizacao: Métodos Numéricos Recursivos de primeira ordem

Método do Gradiente Descendente ou Método da Descida pelo Gradiente

Fixado um a suficientemente pequeno, uma vez que diversas direcOes d satisfazem
a restricdo, nos perguntamos qual a “melhor” direcdo para este acréscimo, qual a dire¢ao
que conduz a um maior decréscimo em F para um mesmo IAwl. Para que o decréscimo
- AF seja maximo € necessario que cos £ d, V. = -1, isto é, v
que £ d,V = 180° ou ainda que d = - V. Para 0 maximo
decaimento em um unico passo o deslocamento do ponto de
operacdo deve ter a mesma dire¢do e sentido contrdrio ao do  Au

gradiente. Neste caso o método € chamado “do gradiente

descendente” ou “de descida pelo gradiente”.
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O método de Descida pelo Gradiente ou Gradiente Descendente consiste em
calcular o gradiente no ponto de operacdo e mover este ponto de operacdo uma pequena
distincia na mesma direcdo e sentido contrdrio ao gradiente. Repetir a operacdo
seguidamente até que um minimo seja alcancado. O algoritmo esta esbocado na figura

abaixo

Aw=-aV

AF=AW'V =- a IVP

O algoritmo € apresentado a seguir. Os valores numéricos sdo adequados para o

treinamento tipo retropropagac¢ao (backpropagation) de Redes Neurais.

Gradiente Descendente - Algoritmo

Inicializagao
n=1; o=.1

paraasi=1,2, ..., Vvaridveis w,, € [+.2,—.2] randomicos

Até que o critério de parada seja satisfeito
Passo de treinamento n

Parai=1,2,...,V

oF
Calcular —
W,
n
oF
Fazer w =w, B — 00—
i (n+l) i(n)
a Wl n

n=n+1
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Evolucao do ponto de Operaciao no Método do Gradiente Descendente

A figura abaixo mostra a evolug¢do do ponto de operagdo sobre curvas de nivel
para varios pontos de partida diferentes. Note que o minimo que serd atingido depende do

ponto de partida do algoritmo: € sempre aquele do vale onde se encontra o ponto de

partida. Nao ha garantia alguma de que seja o minimo global.

<
|
<
|
<
I
<
2
<
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Critério de Parada - Fim expontaneo do processo

O minimante nunca € atingido exatamente devido a precisdo numérica, o ponto de
operacdo fica saltando de um lado para outro do minimante. O tamanho do salto
dependendo do valor de a e das caracteristicas da fun¢dao no entorno do minimante. Mas o
valor esperado do acréscimo apds vdrios passos € nulo: o processo acaba quando o valor
esperado no acréscimo do ponto de operacdo apds vdrios passos € nulo, i.e., quando o

(valor esperado do) gradiente € praticamente nulo.

E(Aw) = E[-aV(w)] =0 =  Vw=0

A funcgdo estd entdo em um extremo, mas que tipo de extremo ? Como o
processo desloca o ponto de operacdo reduzindo a funcdo este extremo serd
obrigatériamente um minimo ou uma calha. Méximos e pontos de sela sdo pontos instaveis

para este método, a menos que sejam atingidos exatamente, o que € numericamente

improvével.

pontos estaveis: minimo, calha

pontos instaveis: maximo, cumeeira, sela

E3

Em vez do valor médio do gradiente nulo os dois critérios de parada mais

d
il
+
'

utilizados na prética sdo:
1 - um nimero maximo de passos preestabelecido € atingido n > ny,x ou
2 - 0 médulo do gradiente para de decair passo a passo ou
3 - 0 médulo do gradiente cai abaixo de um valor minimo pré estabelecido,

|V(E)| < mod min -
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Passo de Treinamento a

“A escolha do passo de treinamento o é uma arte”, diz Bernard Widrow. Se o
passo escolhido for muito pequeno o processo fica muito lento, e se for escolhido grande
demais oscila ou pode mesmo divergir. Na figura abaixo sdo mostradas varias trajetérias de
pontos de operacdao com vdrios passos. Na azul (1) o passo € excessivamente pequeno, na
verde (2) € 6timo, na laranja (3) € grande mas o processo ainda converge e na vermelha (4)

€ tdo grande que o processo diverge.

Efeito do passo de treinamento a: um exemplo simples:

Na seqiiéncia de figuras abaixo mostramos um caso muito simples, a trajetéria
do ponto de operacio da funcdo F = w” a partir de wo = 1 para vérios passos de
treinamento. Na figura a esquerda o passo € muito pequeno, na do meio é 6timo e na da
direita sd3o muito grandes: a trajetoria azul mostra que o passo ultrapassa 0 minimo, mas

ainda converge, enquanto que na vermelha o processo diverge. Para esta fung¢ao
Fw)=w" V(w) =2w Hw)=2
w, =1 V(iw,) =2 H(w,)=2
Aw=-aV(w,) =-"2a

Viw, +Aw) =V(w,) + H Aw =2+2(2a) = 2(1-2)
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Neste caso o valor 6timo de o que anula o gradiente em um tnico passo €

Viw, +Aw) =2(1-200) =0 a,,. =05

otimo

O processo diverge quando

IVwy +Aw) [ > 1 V(w,) | 120-2a) 1 >12] a =1

critico

W W N ’ \k\:ij//

A !
| !
w_n_"l N 3 'L:;hw

O valor adequado de a depende do processo. No treinamento de redes
neurais um valores tipicos para a estdo entre 0,05 e 0,1, mas podem variar de caso

para caso, claro.

Evolucao do erro ao longo do treinamento:

Uma forma pratica de verificar a adequabilidade do valor de a € acompanhar a

evolucdo da fungao objetivo ao longo do treinamento.

- ° excessivamente grande
o processo diverge

o muito pequeno (ou muito grande)
0 processo converge mas € lento

0 processo converge em bom tempo

<
- o adequado

Numero de passos
de treinamento
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O acompanhamento da evolucdo da fung¢do objetivo ao longo do treinamento é
fundamental, é a melhor forma de verificar se o processo esta evoluindo bem, determinar o

ponto de parada, etc.

Otimizacao em Linha - Passo Otimo de Treinamento o

Considere que a aproximacao de segunda ordem da func¢do € vélida. Quando
realizamos o deslocamento do ponto de operacdo ao longo de uma dire¢do d adequada o
valor da fungdo varia com uma fun¢do de segundo grau, decresce, passa por um minimo e
posteriormente cresce. A forma mais eficiente de minimizar a funcdo seria utilizar um o
que levasse o ponto de operacdo para este minimo da fun¢do. Na figura abaixod =-V; a
trajetéria azul mostra a descida por gradiente com o constante, € a verde usando o que

maximiza o decréscimo da fun¢do, — AF.

~ P * . .
Nossa questdo agora €: que o = o maximiza — AF ? Este processo €
chamado Otimiza¢do em linha, porque busca o 6timo sobre uma trajetéria ou “linha”.

Considere que a aproximacdo de segunda ordem € valida.
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F(wo + Aw) = F(wg) + V' Aw + | Aw'H Aw

[\S)

F(wo+ad) = Fwo)+a d'V+ !l o*dHd (1)

\S)

AF = qd'V+1o*dHd

™ |

Parac=0a = -AFéméximoe aj:aAon
Jda  Jda

a*=Arg Min F(w, +a d)]

a>0

L, * . . .
O célculo de o necessita de H , que pode ser complicada de determinar.
Existe, entretanto uma maneira de contornar o problema, porque na verdade necessitamos

nao de H , mas apenas do valor de d'Hd.

Utilizando a = a; arbitdrio aplicamos um deslocamento a; d e calculamos o valor

de F = F; no ponto de operacdo wo + a; d

Fi=Fo+udV+l,2dHd

2
donde
d'Hd= 2 Fi-Fp-adV) 0
af
aplicando (3) em (2)
: o2 d'V
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* o, . . » » . .
e o valor de a € determinado sem necessitar do célculo de H. O acréscimo (negativo) na

funcdo € dado por

N | —
|

A seguir apresentamos o algoritmo para o caso desenvolvido acima, em que a

aproximacao de segunda ordem de F(w) no dominio de busca € vélida

Otimizacao em linha - Algoritmo
a partir do ponto de operagdo wy

calcule V, e F(wy,)
estabeleca o d, desejado

arbitre oy suficientemente pequeno
desloque o ponto de operagao para Wiesee = Wy + Oteste dn

calcule F(Wieste)

a.,.d'Vv
_ este — —~n [ +>0
le(Eteste) - F(En) - Q, C_l Ynl

teste

calcule &, =—

calcule Wpy1 = Wy + 0, dy

calcule Vo1 e F(Wni1)

s¢ Fwp)-Fwn)=Lla,d'V, e dfVan=0
2

o ponto encontrado € valido, fim.

caso contrario outros métodos numeéricos sao necessarios

Algumas observagdes sobre este processo:

1. o cdlculo de o supde que a aproximagdo de segunda ordem de F € vdlida. Se o a
. . ~ * ~
encontrado for muito grande provavelmente a aproximagao ( € o o encontrado) ndo

serdo validos.
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2. o passo de ensaio, a; d , levanta as caracteristicas da funcdo no entorno de wy com

raio loydl. Se o >> a possivelmente o o encontrado néo € vélido.

3. A condi¢do usada para calcular a leva a extremos, ndao obrigatériamente a

L. * . L, . ~ L.
minimos. Mostra-se quese a < 0 o extremo ¢ um maximo, nd0 um minimo.

z 2

4. Se o algoritmo acima ndo € vélido métodos numéricos de busca em linha para

fun¢des ndo quadréticas devem ser usados.

Passo variavel controlando o decréscimo de F

O passo varidvel permite também controlar a forma com que a fun¢ao objetivo
decresce em cada passo de treinamento. No método do gradiente descendente o decréscimo

da func¢do € dado por

o = 2wty 9]

No caso usual

a=0y ctte = AF:‘“HYH2

Para obter decréscimo AF constante usamos

o AF = -0y ctte

=00 —=
vl

Para um decréscimo percentual AF constante usamos
F

oc:(xoi2 = AF = _ g ctte
vl F

E necessario lembrar, entretanto, que este controle do decréscimo somente € valido
enquanto o for suficientemente pequeno para que a aproximacdo de primeira ordem seja

vélida.
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Passo Variavel acelerando a convergéncia - Retropropagacao Resiliente
Acelerando o processo — passo varidvel por direcdo

A func¢do esbocada abaixo mostra que em alguns casos pode haver nitida vantagem
em utilizar um passo a diferente em cada direcdo. A figura é uma calha de paredes
abruptas com um fundo em pardbola com uma leve inclina¢do. O minimante W se situa no
centro deste fundo. Considere o ponto de operacdo wy. Na direcdo w; o mddulo da
componente do gradiente a—:: ¢ grande, e o a utilizado deveria ser pequeno para o

1

deslocamento de w néo ultrapassar o fundo da calha, onde se encontra 0 minimante w . Por

. . . oF
outro lado, na direcdo w, o médulo da componente do gradiente . € pequeno, € O o
W,

utilizado deveria ser grande para que o minimante w fosse alcangado mais rapidamente,

€m menos passos.

Acelerando o processo — passo varidvel pela forma de F(w;)

A figura abaixo apresenta a variagao de F com um parametro w. Observamos que

para valores de w no entorno de w, o gradiente é pequeno; deveriamos entdo utilizar um
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passo a grande para atingir o minimante mais rapidamente. Entretanto, no entorno de wy, o

. z . ~ *
gradiente é grande e o passo a deveria ser pequeno para ndo ultrapassar w .

F %

bw
f4 Aw
N " —_—
L 5 LS 4 L
*
Wa Wp W w

Pelas figuras anteriores vemos claramente que utilizar um passo diferenciado por
direcdo e pelas caracteristicas da fun¢do nesta direcdo pode levar a uma consideravel
aceleracdo no processo. Este método e suas variacdes sdao conhecidos como
Retropropagacdo resiliente, Super SAB, Método de Silva e Almeida, etc. Apresentamos

aqui uma versao com as caracteristicas mais importantes destes métodos.

Cada direcdo w; € tratada de forma independente e tem um passo proprio ;. O
principio € aumentar o passo o; enquanto o deslocamento estiver ocorrendo no sentido do
minimante, e reduzir o; quando o minimante for ultrapassado. O deslocamento em uma
mesma dire¢do € caracterizado pela manutencdo do sinal de dF/dw; em dois passos
consecutivos, e a ultrapassagem do minimante pela troca de sinal de dF/dw; . A figura
abaixo mostra a variacdo da fun¢do e de sua derivada em uma dire¢do wj., mostrando que
esta troca de sinal quando o minimante é ultrapassado. E conveniente fixar um limite

superior para o;.

F 4
f:’:‘ ; Aw .
L] : . (W'.
_df. A Wa Wy W
I
dw; W P -
{
v : W
y)
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O algoritmo ¢é apresentado a seguir. Os valores numéricos apresentados na
inicializa¢da sdo adequados para o treinamento tipo retropropagacao (backpropagation) de

Redes Neurais.

BP Resiliente - Algoritmo

Inicializagcao
n=1«a, =5 a=105 b=.9

paraasi=1,2, ..., V varidveis

w,(0) € [+.2,—.2] randbmicos; «,(0)=.1; g—F(O) =0
Wi

Até que o critério de parada esteja satisfeito
Passo de treinamento n

Parai=1,2,...,V

calcule B_F (n)
W

1

aal.(n-l) se signa—F(n)=sign£(n-l)
ow, ow,

mas sea,(n) >« faca a,(n)=c

max

be.(n-1) sesignﬂ(n);tsigna—F(n—l) (1)
ow. ow.

1
1 1

Aw, (n) =— @, (n) OF (n)
ow

i

w,(n)=w,(n—1)+ Aw, (n)

n=n+1

o . . oF .
Uma alternativa interessante quando muda o sinal da derivada Ew € considerar
w.

1
que, como estamos proximos do minimante, a aproximagdo de segunda ordem para a

funcdo e a aproximagdo de primeiras ordem para o gradiente sdo validas. A componente
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F . . . .
—— do gradiente no entorno do minimante esta esbocada na figura abaixo, o que, usando
W.

semelhanca de tridngulos, nos permite calcular o valor de b que deve levar diretamente ao

ponto onde 0 mesmo € nulo, 0 minimante w .

\\
wn=1) w W, I[n) W, \
! “« —»! T
: Aw, (n) : “‘
E Aw,(n—1) I: /“
_________________ _N /,/
/
isto &, no algoritmo do BP Resiliente a linha (1) pode ser substituida pela linha abaixo
g ) JF JF
o, (n)= Vi a,(n-1) se sign —— (n) #sign —— (n-1) (1)
oF oF ow. ow
O )= F (w) 1 1
ow, ow,

Note que para o caso em que o valor das derivadas ndo muda de sinal também
existe uma férmula andloga que fornece o valor de a que leva ao minimante em um dnico
passo, mas somente se a aproximagdo de segunda ordem for vdlida. Isto € similar a
otimizagdo em linha vista anteriormente. Mas com o sinal das derivadas constante ndo
sabemos se estamos perto do minimante ou ndo, nem se a aproximac¢ao de segunda ordem
¢ valida ou ndo. Se a aproximagdo nao for valida o resultado encontrado ndo terd sentido e

pode inclusive provocar a divergéncia do processo. Por exemplo, aplicar esta técnica no
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ponto w, das figuras anteriores levard a um resultado erroneo. Por isto nao € recomendavel

usar este procedimento para determinar um valor de a 6timo.

O BP Resiliente representa um 6timo compromisso para associar a simplicidade

dos métodos de primeira ordem e a rapidez dos de segunda ordem.

Métodos de 1°. Ordem (Resumo)

Todos os métodos numéricos de otimizagdo consistem em sucessivamente dar

passos Aw, no ponto de operacdo que reduzem a func¢do objetivo F.

Aw, = o, dy

Wnt1 = Wy + 0Oy Qn 1::n+1 < 1::n+1

No método do gradiente descendente, o mais simples deles, o deslocamento é
dado na mesma direcdo e sentido contrario ao do gradiente, d, = - V,,, e 0 passo € mantido
constante, a, = day = ctte, . Este método pode ser tornado mais eficiente se o valor 6timo de

a, for determinado através de uma otimizacdo em linha.

No método BP Resiliente a € varidvel por sinapse e por passo. O BP Resiliente

acelera muito o processo mantendo cada passo simples, sendo o mais recomendavel.
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IX - Otimizac¢io: Métodos Numéricos Recursivos de Segunda Ordem

Os métodos de ordem mais elevada sdo mais sofisticados matematicamente e
permitem determinar o minimante com um nimero bem menor de passos. Entretanto, cada
passo € mais complexo que nos métodos de primeira ordem, e existe uma possibilidade
maior do processo divergir. A maioria dos métodos de segunda ordem envolve o uso da
inversa da Hessiana. O problema é que o cdlculo das derivadas de segunda ordem que
compdem H pode ser trabalhoso, e a inversio de H pode ser numericamente mal

condicionada, especialmente nos casos em que a dimensao de w € muito grande.

Todos os métodos de segunda ordem que veremos consistem em dar um passo Aw, no
ponto de operacdo em uma dire¢ao d, e utilizar uma otimizacao em linha para determinar o

tamanho do passo, a .

Aﬂn = Oy Qn
Wiyl = Wy + 0p dy

o= Arg MinF(w, +a, d,)]

a>0

Métodos de 2* ordem - Algoritmo genérico

Inicializagcdao
Wy =... n=1
Até que o critério de parada esteja satisfeito
Passo de treinamento n
calcule d,

otimizac¢do em linha

calcule o= Arg Min F(w, +a, d,)]

a>0
Wnil = Wp + o Qn
calcule as variaveis auxiliares eventualmente necessarias

n=n+1
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Os métodos variam apenas na forma como d é determinado. Discutiremos aqui os

métodos basicos e alguns dos métodos mais conhecidos e/ou utilizados.

Método de Newton ou de Newton Raphson

Como foi visto anteriormente, se a fungdo é quadratica ou se a aproximacao

quadratica € vélida a partir de um ponto wy o minimante pode ser calculado por

w = wo— H'(wp) V(wp)

Esta equacdo € a base do método de Newton. Como a regido em que a

aproximacao quadratica é vélida é limitada usamos em cada passo n a dire¢cdo dada pela

aproximacao no ponto

d =-H'V

n —n —n

mas realizamos uma otimizagao em linha para determinar o valor de o, .

o*= Arg [Min F(w, +a d)]

a>0

Os problemas deste método sdo que exigem a determinacdo e a inversao de

£

Métodos Pseudo-Newton

O problema do célculo e da inversdao de H € contornado aproximando a Hessiana

pela sua diagonal,

H = diag[H]
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que € mais facil de calcular e inverter, mas que infelizmente na maioria dos casos nao é

uma aproximacgao suficientemente boa.

Métodos de Newton amortecidos

Método de Levenberg - Marquadt

Os métodos de Newton amortecidos fornecem ferramentas para a inversao da

Hessiana.

O método de Levenberg-Marquadt propde inicialmente simplificar o cédlculo
da Hessiana utilizando uma aproximacdo que evita as derivadas de segunda ordem. Se a

funcao objetivo € um quadrado

F(w)=¢€*(w)
a_F — Zgﬁ
ow, ow,
9°F de d¢ d’e de e

=2 +2¢ 2
ow, 0w,  dw; dw; ow, ow, w, dw,

I

e entdo o gradiente e a aproximacdo H da Hessiana podem ser obtidos apenas com as

derivadas de primeira ordem
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O processo também vale para o caso em que F € uma soma de M quadrados

e(w),m=1,.,M

F(w)=Y & (w)

E neste caso o gradiente e a aproximacao da Hessiana sao dados por

v - 2% e 9¢,,
m=1 1

ow
2 M
SR 0 B LA
ow, dw w OW, 0w

Note que o gradiente e a aproximagdo da Hessiana sdo calculados para cada
~ 2 . . .
fun¢do &,(w)de forma independente, e em seguida somados para obter o gradiente € a
aproximacdo da Hessiana de F(w). Este caso serd util na sessdo seguinte, Ajuste de
P A ~ 2 ~ I3 . A 99
arAmetros, onde as fungdes €, (w) serdo os “erros instantdneos” para cada par entrada-

saida..

Resta agora o problema da inversdo da aproximacdo da Hessiana, H . Este
problema € resolvido com uma segunda aproxima¢do da Hessiana a partir de H. H é
aproximada por uma matriz diagonal dominante (ou proxima disto) H tal que sua inversao
seja possivel, numericamente bem condicionada. Uma matriz [h;] € dita diagonal

dominante se para todas as suas linhas i (ou colunas) #, ZZ‘hU‘ Matrizes diagonal
Vj#i

dominantes sdo facilmente inversiveis. A aproximacao proposta é

H~H=~f = +1]

onde I € a matriz identidade e A um niimero positivo suficientemente grande para garantir a

inversdo de H mas também suficientemente pequeno para que a aproximagao seja valida.

A medida em que o processo evolui e a aproximacdo de segunda ordem comega a ser mais
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precisa o valor de A vai sendo reduzido para que as aproximacdes sejam ainda mais

precisas. Mas reduzir A muito rapidamente para acelerar o processo pode tornar a inversao

de H numericamente mal condicionada e fazer todo o processo divergir.

~ -1
Obtida a inversa da Hessiana aproximada, H , o restante do processo &

convencional,

o*=Arg [Min Fw, +a d)] e

a>0

*

Wil = Wo + 00 dy

O algoritmo sera apresentado na Parte II, para a aplicacdo em Ajuste de Parametros

Métodos Quase Newton
Método BFGS: Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno
Os métodos quase Newton contornam o problema da inversdo tentando obter
diretamente uma aproximacao para H'. A idéia basica é obter uma aproximacdo G para
H' 4 partir da férmula da variacdo do gradiente com o acréscimo no ponto de operacio.
Férmula basica
YVH—I = Yn +£nAw = Yn +ﬁn (‘/_Vn+l _‘/_Vn) ou

w,,—w,)=G(V,,-V,) onde G=H

A partir dai € possivel calcular uma férmula recursiva para G

d vy' d
G, =|I-—=2 |G, [I-=2=" |4 == onde y=V,, -V

n
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Uma férmula alternativa para G4 € proposta por Barnes e Rosen:

(a

y,)la,-G,y,)

40/ 68

n _gn n
§n+1 zgn + (Q _ ),y — onde X =Yn+1 _zn
O algoritmo para o método é:
BFGS- Algoritmo
Inicializagao
W, = n=1
calcule
4 Vo= dy=-Y, G,=1
faca a otimizagdo em linha
a,=Arg[MinF(w, +ad,)]
a>0
Wy =w, +,d,
Até que o critério de parada esteja satisfeito
Passo de treinamento n
calcule
VvV, =..
X = zn - Yn—l
t t t
day Y 4ot | diid,
Qn: I- l1 0l le‘_tm 1 l1 1
Qo Yo, doay | duay,
d = _Qn Yn
faca a otimizagdo em linha
a,=Arg MinF(w, +ad,)]
a>0
Watl = Wy + On do
n=n+1
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Método do Gradiente Conjugado

Método de Fletcher — Reeves

O método do gradiente conjugado ndao usa a Hessiana, e para V varidveis wj

tedricamente exige apenas V passos para convergir.

Método do Gradiente Conjugado - Algoritmo

Inicializagao

Wy =... n=1

calcule

Vo=.. d,=-V,

faca a otimizagdo em linha

a, = Arg[MinF(w, +ad,)]

a>0

W =w,+&,d,

Até que o critério de parada esteja satisfeito
Passo de treinamento n

calcule

2

v,
V=  p==
zn—l

dn :ﬁndn—l _Vn

faca a otimizagdo em linha

a,=Arg[MinF(w, +ad,)]

a>0

‘/_Vn+1 = ‘/_Vn + andn

2

n=n+1

A férmula acima para o cédlculo S, foi proposta por Leonard e Kramer. Uma
férmula alternativa foi proposta por Polak e Ribiere

2

_ Yn B zn—l
\%

2
—n—1

B,
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Métodos de 2°. Ordem (Resumo)

Todos os métodos numéricos de otimizagdao consistem em sucessivamente dar

passos Aw, no ponto de operacdo que reduzem a func¢ao objetivo F.
Aw, = o, d,
Wil = Wn + 0y Qn For1 <Foi

Nos métodos de segunda ordem a direcdo do deslocamento d € uma

aproximacao envolvendo a inversa da Hessiana

d ~-H'V

n —n —n

e 0 passo o € obtido por uma otimiza¢do em linha.

a*=Arg [Min F(w, +a d)]

a>0

Todos os métodos préticos analisados utilizam apenas derivadas de primeira
ordem. O método de Levenberg-Marquadt (Newton amortecido) utiliza duas aproximagdes
sucessivas da Hessiana, a primeira utilizando apenas derivadas de primeira ordem e a
segunda para permitir a invers@do na matriz. O método BFGS (quase Newton) obtém
diretamente uma aproximacao da inversa da Hessiana, contornando o problema da inversao
da matriz. Finalmente, o método do Gradiente Conjugado nao utiliza a Hessiana e realiza a

busca em principio com um ndmero pré determinado de passos.
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Parte 11

Ajuste dos Parametros (ou treinamento, ou aprendizado) de um Modelo

como um processo de otimizacao
I Sistemas e Modelos

Nas ciéncias da terra e nas engenharia podemos dizer que conhecemos um sistema
quando conhecemos um modelo matemético para o mesmo. Um sistema fisico recebe
varidveis em sua entrada (que representamos por um vetor de entrada X) e gera varidveis
em sua safda (que representamos por um vetor de safda y) . E portanto um mapeador do
espaco de entrada, o dominio de x , D, , no espaco de saida, o dominio de y , D, .
Usualmente x e y sdo multidimensionais ¢ N = dim (x) > dim (y) = M. Cada entrada
especifica x” gera uma saida especifica y*. Cada conjunto (x” ; y* ) constitui um par
entrada-saida do sistema. O conjunto de todos os P pares entrada-saida conhecidos define

numericamente o mapeamento x ¥ y realizado pelo sistema.

Um modelo € um conjunto de relacdes (em nosso caso serdo equacdes) tais que

recebendo como entrada um vetor xP gera como saida um vetor y” que deve ser uma

aproximacgdo aceitdvel de y”. E estas equagdes tem associado a elas um conjunto de

parametros w.

xlp ylp x]p 5)'1[)
x! SISTEMA S X! — MODELO 5
—_— S w I
o Vi Xy i
y=9¢x) y=0w, x)

onde y=y V xeD,
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Se conhecemos a fenomenologia do sistema, isto €, a forma como o sistema
processa as varidveis de entrada (e também suas eventuais varidveis internas) entdo
montamos o sistema de equagdes do modelo de forma a reproduzir matematicamente este
processamento. Este modelo é chamado de “caixa branca” porque conhecemos as equagdes
no seu interior € 0 modo como estdo ligadas ao sistema. O ajuste do modelo, neste caso,

consiste em ajustar seus parametros w .

Ha casos em que ndo conhecemos a maneira como o sistema processa as variaveis,
conhecemos apenas o mapeamento entrada-saida dado pelos P pares entrada-saida. Neste
caso utilizamos um conjunto de equagdes capaz de realizar qualquer mapeamento (um
aproximador universal) ajustando seus parametros baseado apenas nos pares entrada-saida

disponiveis. Este serd um modelo tipo ‘“caixa preta”.

Considere um exemplo trivial: uma quantidade de gas ideal estd contida em um
recipiente indeformdvel. Sabemos que a lei de Boltzmann rege a relacdo entre a
temperatura T (em °C ), a pressdo P (em N/mz) e o volume V (em m’ ) do gés conforme a

equacdo PV = Nk(T +7,) . Se quisermos construir um modelo que nos informe a pressao
dada uma determinada temperatura podemos usar a equacdo linear P=wT +w,. Os

parametros wy € w; podem ser calculados conhecidos o nimero N de 4dtomos de gés
contidos no recipiente, a constante k de Boltzmann e o valor do zero absoluto Ty em °C.
Ou ajustados a partir do conhecimento de alguns pares entrada-saida, ( T? , P? ). Este

modelo é uma caixa branca.

calor

Continuemos com nosso exemplo trivial, mas considere agora que o gés ideal esta
contido em um recipiente de plastico maledvel que se expande em funcdo da pressdo

interna e da temperatura, de uma forma complexa da qual ndo conhecemos os detalhes,
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V=®(T,P). Sabemos que a lei de Boltzmann PV = Nk(T +T,) continua vélida, mas

agora nao somos mais capazes de escrever um sistema de equacgdes simples que relacione P
com T. Entretanto, se conhecermos alguns pares entrada-saida ( T” , P’ ) e algum sistema
de equacdes suficientemente genérico (por exemplo, uma rede neural feedforward
adequadamente dimensionada) podemos ajustar os parametros do siatema de equagdes (as
sinapses da rede neural, no caso) e obter um modelo que nos fornece o

mapeamento P = ¢ (T) . Este modelo serd uma caixa preta.

Modelos que mesclam conhecimento fenomenoldgico e estruturas empiricas sdo

chamados caixas cinza.

II - Treinamento ou Ajuste dos Parametros

Qualquer que seja o modelo consideramos que no processo de ajuste dos
parametros de forma a casar o modelo ao sistema ja conhecemos a arquitetura do modelo,
1.e., as equagdes que o definem, mas ndo conhecemos o valor dos parametros w; destas
equagdes. O ajuste dos parametros do modelo pode ser visto como um problema de
otimizacdo: encontrar o vetor w que minimiza uma fung¢do objetivo que meca a
discrepancia entre a saida do sistema e a saida do modelo, para todos os pontos do dominio

da entrada, D, .

HA&\
Y

R & I o~ P
X — e ¥ A V{!‘) A e ¢  — _Y=‘((E3

\=

& 2/‘
Sistema: y=@(x) Modelo : z =0 (w,x)

w = Arg Min Discrepdncia [X(g), z(g,v_v)] VxeD,

O principio do ajuste dos parametros do

modelo € simples: aplicamos ao modelo e a planta ~ * -~ ¢ - y
a mesma entrada x e comparamos as saidas. A ; —L AW

diferenca ou erro entre elas é utilizada em um ' -y
algoritmo que altere o valor dos parametros do § I+



CPE 721 Otimizagdo Natural Moédulo I: Otimizagdo Continua Prof. Caldba 46 /68

modelo de modo a reduzir a discrepancia entre as saidas para aquela entrada. A aplicacao
deste processo repetidas vezes e com diferentes entradas ajustard os pardmetros para

produzir um erro pequeno para qualquer entrada.

Erro na saida - Funcio objetivo a minimizar

Para cada entrada x” a planta produz uma saida y°. Cada par numérico (x’, y),
p=1,2, .., Péchamado um par entrada-saida da planta. O conjunto de todos os P pares
entrada-saida define numericamente a relacdo funcional entrada-saida da planta que

queremos reproduzir no modelo. O modelo, por sua vez, para cada uma das entradas x”
produz uma saida 2” que deve ser uma aproximagao suficientemente boa da saida da
planta, y*. A discrepancia entre y* e §” & o erro que queremos minimizar ao ajustar os
parametros w do modelo. A discrepancia ou erro entre dois vetores pode ser definida de

. . . . 2
diversas maneiras, sendo a mais comum o erro quadratico (8” ) :

le ylp xlp ylp
x| SISTEMA | y» xf — MODELO | 5.
— | — W __
xh Vi Xy Yu

2

> len )

1

=3 (v 57, )

M
=
onde M € a dimensdo dey e £’ é o erro na m-ésima saida

&=y’ -50  onde y,=y'(x") e §n=9(wx")

2, " . ~ .~
(6"’ ) ¢ chamado de erro quadrético “instantdneo” (em contraposicdo ao erro

quadratico médio) porque se refere apenas a um par. Como queremos minimizar o erro
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para todos os P pares entrada-saida podemos escolher para funcdo objetivo F(w) a ser
minimizada o erro quadratico médio (ou erro médio quadratico) entre a saida da planta e a

do modelo para todos os P pares que caracterizam a planta.

Calculo do Gradiente

Qualquer que seja o processo de busca do minimante que formos utilizar
precisaremos das derivadas de primeira ordem de F em relacdo a cada parametro w;. Mas
como calcular a derivada de uma funcdo objetivo aparentemente complexa F(w) em

relacdo a cada um dos seus parametros w; ?

2 0 1 - |

s BN =52 =
ow, aw P P
O que a expressdao acima nos diz € que o gradiente do valor esperado do erro
quadrético € o valor esperado do gradiente do erro quadritico “instantaneo”, isto €, o

gradiente do erro quadratico para cada par isoladamente.

Isto significa que podemos calcular o gradiente do erro quadratico para cada par
independentemente dos demais e tomar a média para obter o gradiente de F(w). Nosso

problema esta portanto simplificado para calcularmos, para cada par p,
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Loy

ow,

Continuando o desenvolvimento

ow, ow, & = ow,
M
— P P P — P p
—22 Ema—em onde &=y’ -y,
m=1 i
M a ~
=-2> & Ym
~ oW,
onde o termo - 2851 deriva da formula do erro usada, no nosso caso o e.m.q.
Jym -~
€ 0 termo —% depende das equac¢oes do modelo usado.
W .

1

III - Gradiente Descendente - Calculo do Acréscimo

48768

Para um tnico par entrada-saida o acréscimo a ser aplicado em cada w; pelo

processo do gradiente descendente seria

d 2 0 5 M
P — _ _ V4 - _ Y —
Aw! a " £1(£ ) a " (¢) 2052T £,
M d5
Aw! =2a6" onde o = Z £, —m
m=l1 a Wl'

~

J

Interpretemos agora 8. O termo Y mede a relacdo entre pequenas variagdes

w.

4

que ocorrem na saida y, provocadas por pequenas variacdes introduzidas no pardmetro

wi. E chamado ganho para pequenos sinais de w; atéy : é o ganho de w; atéy,  se o

modelo tivesse sido linearizado, isto €, se todos os seus elementos nao lineares tivessem

sido substituidos pelas derivadas no ponto de operacdo dado pela entrada x.. Considere
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agora que o modelo foi linearizado, e que o sentido de transmissdao de todos os seus
componentes foi invertido. Podemos chamar esta estrutura de “Modelo Associado”. 8 é o
sinal que obteriamos em w; se alimentdssemos as saidas do modelo associado com os erros
que apareceram nas saidas do modelo original, isto é, se fizéssemos os erros retornarem
das saidas até o pardmetro em estudo. Por este motivo 6/ ¢é chamado de erro

retropropagado, o que deu a este método o nome de “retropropagacdo do erro” quando

aplicado em redes neurais.

Modelo Original Modelo Associado
851‘ ] e
X ] _zm I y1 — e &
ow, //
/ RN €
. w; B
Wii A TS — m io¥ m
~ - - N
— Ve |—
XN R4 &M
Chamemos o acéscimo a ser aplicado em w; considerando apenas o par p de
Aw? =2ad! . Para os P pares o acréscimo a ser aplicado ao pardmetro é a média dos

acréscimos calculados para cada par

d

Aw.=—a——F
ow, »

1

(e7) = EAw’ =20 ES”
p p
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IV - Gradiente Descendente - Formas de Aplicacao dos Acréscimos

Processo em Batelada — Batch

O processamento descrito acima é chamado de batelada. Neste processamento em

batelada inicialmente cada par entrada saida é processado de forma independente,
calculado-se o acréscimo para cada parametro w; , Aw”, devido apenas a este par, como

feito acima.

Em seguida, aplica-se em cada parametro w; a média dos acréscimos computados

para para ele com cada par. No passo n

Aw!

Aw,(n) = EAw/
p

w,(n+1) =w,(n)+Aw,(n)

Geometricamente o processo € exemplificado na figura
ao lado com cinco pares: cada par p indica a direcdo 6tima de
deslocamento Aw” para minimizar o seu erro quadrético instantineo (em azul), e a dire¢do
6tima Aw para minimizar o emq (em verde) é a média das direcGes para minimizar os erros

quadréticos instantaneos.

Se o nimero de pares € muito grande (P >> 200) o processo pode se tornar muito
lento. Neste caso pode-se (1) reduzir o nimero de pares entrada-saida que serdo utilizados
no treinamento, mas tomando-se o cuidado de nao perder a generalizacdo ou (2) empregar

o processo de treinamento por lotes, apresentado a seguir
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Batelada - Algoritmo

Até que o critério de parada seja satisfeito

para cada par (x, y”)

calcular

outro par

calcular

p=1,...,P

5" :qp(;c”)

- oyP
er=yl-§h e m
ow,
p2 M ovyP
0¢ —2) e Dn oy
ow, o7 ow,
p2
“aE 0€
P oW,

wi(n+1) = wi(n) + Aw;

reiniciar

V11
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Processo por Lotes

Se o numero de pares entrada-saida for muito grande (P >> 200) é possivel
descartar alguns pares para reduzir o tempo de ajuste, mas com este descarte sempre se

alguma generalizacgdo.

Uma alternativa € alocar os pares aleatoriamente em C conjuntos, de forma que

cada conjunto contenha cerca de 200 pares.

C =P/200

Realiza-se o ajuste dos parametros em batelada com o primeiro conjunto, em
seguida com o segundo, até o C-€simo conjunto, quando reiniciamos O processo com o

conjunto 1.

—| Ajustar com ,| Ajustar com | Ajustar com
conjunto 1 conjunto 2 conjunto C

y N

Este processo permite reduzir o tempo de ajuste conservando a generalizacdo

oferecida por todos os pares entrada-saida disponiveis.

Geometricamente o processo € exemplificado na figura abaixo lado com seis pares
entrada-saida. Na figura a esquerda, no processamento em batelada tnica, o deslocamento
do ponto de operacdo € o valor médio (em verde) da dire¢do 6tima para cada um dos seis
pares (em azul), mas s ocorre apds a aplicagdo dos seis pares. Na figura a direita, se
dividirmos em dois lotes o deslocamento do ponto de operacdo (em vermelho) ocorre a

cada tres pares, mais rapido.
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Aw®

Aw! Aw' AW
w

Aw?

Aw,
Aw®
Aw?
Aw

AWny1

BATELADA LOTES

Lotes - Algoritmo

Até que o critério de parada seja satisfeito
Treinar (em batelada) usando os pares do conjunto 1

Treinar (em batelada) usando os pares do conjunto 2

Treinar (em batelada) usando os pares do conjunto C

retornar
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Processo em “Regra Delta”

A regra delta é um processo por lotes com apenas um par por lote, isto €, a cada par
entrada-saida apresentado o ponto de operagdo € atualizado o que torna o processo muito
répido.

No processo regra delta no passo n esta disponivel um par entrada saida.
Calculamos o acréscimo que seria aplicado por regra delta em cad parametro w; devido a
este par e o aplicamos

Aw, (n)= —aiez
ow,

1

w, (n+1)=w, (n)+Aw, (n)

Como o gradiente instantdneo de um par pode diferir muito do gradiente do emq a
trajetoria oscila bastante. Embora em média F decres¢a, pode inclusive crescer em

determinados passos.

A figura abaixo esboca a evolucdo do ponto de operagdo de um processo em
batelado com um em regra delta, para cinco pares. Se o passo € pequeno os dois processos

resultam em pontos finais muito préximos.

BATELADA REGRA DELTA
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A regra delta € utilizada em aplicagdes on line, quando o sistema € variante no
tempo e a atualiza¢do em tempo real € necessdria, e também quando ndo ha muita memoria

disponivel para estocar os pares entrada-saida.

Regra Delta - Algoritmo
Até que o critério de parada seja satisfeito

para cada par (x°, y") p=1,...,P

calcular jp = (0(ng )

~ oy’ :
el=yr -y* e Ym V11
ow,
p2 M p
9T _ 03 e Py
ow, = " ow,
p2
W (n+1) = w,(n) — a2 Vi
ow

outro par
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Processo em Regra Delta com Momento

O momento é um processo utilizado normalmente junto a regra delta e serve para
reduzir as oscilacdes de trajetoria mantendo a atualizagdo do ponto de operacdo a cada par
entrada-saida aplicado. O momento associa a rapidez e necessidade de pouca memoria da

regra delta com a estabilidade de trajetoria da batelada.
No processo de regra delta com momento no passo n esta disponivel um par entrada

saida. Calculamos o acréscimo que seria aplicado por regra delta em cada parametro w;

devido a este par:

AW (n)= —aaiez
Wi

Mas o acréscimo que € aplicado € uma media ponderada entre este acréscimo € o

acréscimo aplicado no passo anterior:
Aw, (n)= BAw, (n—1)+ (1= ) Aw’® (n) 0< f<l
w, (n+1)=w, (n)+Aw, (n)

A preservacdo de parte do acréscimo anterior mantém parte da trajetoria anterior do

ponto de opera¢do e lembra o momento de inércia da mecéanica. Dai 0 nome momento.

Para n grande pode-se mostrar que o acréscimo Aw,(n) aplicado em n € a média dos

acréscimos “regra delta” ocorridos nos passos anteriores j , Aw/”(j), ponderados

exponencialmente pelo atraso (n-j) com que ocorreram.

A =(-BY. B Mw(j)

Jj=1
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A contribui¢do de cada par é ponderado por B", isto é, decai exponencialmente
com uma constante de tempo T em relacido ao atraso (n-j) com que ocorreu. A figura abaixo

mostra a forma do decaimento do ponderador ™.

R

»

_ (l’l-j) 1 C'b

ApOs quatro constantes de tempo a contribuicdo do termo pode ser negligenciada.
Desta forma o processo regra delta com momento pode ser considerado como um processo

por lotes com Ny = 41 pares por lote. O niimero de pares € controlado por f.

-4 ou ,b’zl—i
1-B N,

N, =4t

Valores tipicos sdo Ny =~ 40 e B = 0,9. Como mencionado anteriormente a regra

delta € utilizada em aplicacdes on line, quando o sistema é variante no tempo e a
atualizacdo em tempo real € necessdria. O momento suaviza a trajetéria do ponto de
operagdo. Quanto maior B mais suave € a trajetéria, mas mais tempo leva para que o

modelo acompanhe uma mudanca no sistema.
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Regra Delta com Momento - Algoritmo

Inicializacdo n=1; AwiRD O=0 Vi

Até que o critério de parada seja satisfeito

para cada par (x", y°) p=1,...,P
calcular
yp=§0(;cp)
a"'P
gL =yP-§ e 2m ymj
ow

AwP (n) = 20(% ed Wn Vi
m=1 awi

Aw, (n)= SAw, (n—=D+(1-B)Aw " (n) Vi

w,(n+1)=w.(n)+Aw, (n) Vi

n=n+1

outro par
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A figura abaixo esboga trajetorias de ajuste em batelada, lotes, regra delta com momento e

Jx

Batelada Lotes

sem momento:

Regra Delta Regra Delta
sem momento com momento
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Método BP Resiliente em Ajuste de Parametros de um Modelo.

Na péagina seguinte apresentamos o algoritmo para o uso do método de
backpropagation resiliente em ajuste dos parametros de um modelo. Os parametros

propostos sdo adequados para o treinamento de redes neurais feedforward.

Método de Levemberg-Marquadt em Ajuste de Parametros de um Modelo.

O método de Levemberg-Marquadt tornou-se muito popular apds sua inclusdo no
tool box de redes neurais do Matlab. Duas paginas a seguir apresentamos o algoritmo para
o uso deste método no ajuste dos parametros de um modelo. Os pardmetros propostos sao

adequados para o treinamento de redes neurais feedforward.
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BP Resiliente - Algoritmo
Inicializagao
n=1¢«, =.5 a=1.05
paraasi=1,2, ..., V varidveis

w;(1) € [+.2,—.2] randomicos; «;(1)=.1 s—F(O) =0
w.

Até que o critério de parada esteja satisfeito
Passo de treinamento n

Célculo do gradiente

para cada par (x*, y°) p=1,...,P
calcular zp =p\x” )
P
el =yt -yP W v m,i
ow,
e - ay’
=-2) & =" Vi
ow, ; " ow,
outro par
p2
calcular a—F(n) =E o¢
ow, P Ow,

Calculo do acréscimo
parai=1,2,...,V
aai(n-l) se signﬂ(n)=signaa—F(n-l)

i i

mas se ai (n) > amax faga ai (n):amax

ow, . OoF . oF
3F 3F Oti(n-l) se mgnm(n)imgnm(n-l)
O 125 () 1 1
ow, ow,
Aw,(n)=- «,(n) E (n)
ow

w,(n+1)=w,(n)+ Aw,(n)

n=n+1
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Levenberg- Marquadt - Algoritmo

Inicializagdo

n=1; paraasi=1,2, ..., Vvariaveis w,(1) € [+.2,—.2] randomicos

Até que o critério de parada esteja satisfeito

Passo de treinamento n

Cilculo do gradiente g;] e da aproximacdo da Hessiana [l;l.j]
para cada par (x”, y") p=1,...,P

calcular z =@ xp)

~ oy’
er=y" -y° e aym vV m,i
w

P M p p2 M
o€ :_Z aym o€ :_22 gpay_m Vi

ow., = oJw, ow, = " ow,
outro par
oF e’
calcular — (n)=g. . =
ow, (W= w II? ow,
0°F ~ oe” 9’
——m)=h,, =2
ow, ow, (= Ay gawi ow

Calculo e aplicacdo do passo Aw

escolha A, adequado e inverta H . = [H L+ A ]

~-1

calcule d, =-H, g
realize a otimizacdo em linha

calcule a*=Arg [Min F(w, +a, d,)]

a>0

3
Whe1 =Wp + 0 Qn

n=n+1
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Parte 3 - Comentarios Finais
I - Outras funcoes objetivo - modificacoes
Composicao do gradiente

No ajuste de um modelo a fun¢do objetivo F(.) a ser minimizada é uma composicao
para todos os pares entrada-saida de uma func¢do f(.) que mede a dissimilaridade para cada

par entre o valor obtido y e valor desejado y para a saida. Usualmente esta composicdo é

o valor esperado de f(.) para todos os pares entrada-saida e a fun¢do dissimilaridade f(.) é o

erro quadratico na saida.

No célculo das componentes do gradiente para um par entrada-saida (if’ y), usando

aregra da cadeia

oF & OF dy,,
ow, ; ay, ow,

OF 5.
onde na expressdo acima aT depende apenas da funcdo objetivo, e W depende

m i
apenas das equagdes do modelo.
Erro médio quadratico ponderado
Uma generalizacdo simples mas com bastante aplicacdo € considerar como func¢do

objetivo o erro médio quadratico ponderado da saida, onde o ponderador a(m,k) pode ser

func¢do da saida m, do par p aplicado, etc.

F(w)=E) alp,m)e.  onde €, =(y,-5,)’
p m

donde
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oF < ay
—==2F> a(p,me, ay”’

ow, o

Saidas com erros com relevancias diferentes
Por exemplo, se em um modelo com trés saidas o erro na primeira saida é cinco

vezes mais relevante que o das outras duas devemos incluir este critério no treinamento

usando pesos diferenciados por saida. No caso usariamos a(p,1) =5 e a(p,2) = a(p,3) =1.
Erro médio relativo quadratico:

Em ciéncias € muito comum o erro de interesse ser definido como o erro relativo.
Mas devemos lembrar que alguns modelos (neurais, entre outros) trabalham com varidveis

normalizadas (escaladas) x, y, diferentes das varidveis do mundo real, X, Y. Um

escalamento muito usado € o chamado escalamento estatistico,

y, = 1 &, —-u,) e evidentemente Vo = L 0% M)
o o

m m

onde o, e i, sdo respectivamente o desvio padrio e a média de Y. O erro médio

relativo quadratico a ser minimizado é:

que € da forma

F(w)=E ia(p, m)e;. onde a(p,m):(
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Dominios com baixa populac¢ao

O dominio de definicdo do mapeamento (X, y) pode ser subdividido em vdrias
regidoes ou subdominios de igual dimensdao mas eventualmente com populacdes muito
diferentes. O caso tipico sdo classificadores em que as diversas classes tem populacdes
muito diferentes. Como o critério é de minimizacdo do erro médio regides com baixa
populacdo sdo mal aprendidas, i.e., mapeadas com erros elevados. Uma forma de
contornar este problema € utilizar pesos inversamente proporcionais a populagcdo da regidao

a que o par pertence. Neste caso usamos

a( m)—h
P pop (p)

onde Pop (p) € a populacdo da regido a que o par p pertence € Pn.x = Max [Pop(p)]. O
efeito é como se todas as regides tivessem uma populacao Pjy.
Outras funcgoes objetivo

Diversas outras funcdes objetivo podem ser utilizadas. O erro médio de ordens

mais elevadas Fy, penaliza mais fortemente os erros maiores, mas as superficies de F sdo

mais abruptas e a convergéncia € mais problematica.

F,wW=EF (y,-3)" n=23,..
)4 m

O erro médio absoluto F,us ndo prioriza os maiores erros como o emq. Ndo é

derivavel na origem e necessita procedimentos especiais.

Fom=Ely-3t=E{ [>0,-5.)7

O MAPE - Mean Absolute Percentual Error deve ser aplicado sobre as varidveis nao

escaladas, necessitando adaptacdo para as varidveis escaladas, como o erro relativo médio
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quadratico. Nao prioriza os maiores erros e ndo € derivavel na origem, necessitando de

procedimentos especiais.

p-7

Fppe (W)= E W =F

Uma fungdo objetivo que merece atencdo especial € a entropia. O objetivo na
minimizacao do erro € é obter o histograma de p(¢) com média nula (facil) e o mais estreito
possivel, o ideal sendo p(¢) = & (0) (delta de Dirac, erro nulo). Se a distribuicdo do erro
p(e) for Gaussiana, o objetivo € alcancado minimizando o erro médio quadritico, a
variancia de p(g). Se a distribui¢do do erro p(€) ndo for Gaussiana, o objetivo € alcancado

minimizando a entropia (ver os trabalhos de J.C. Principe)

p(e)

0 (0)

v

II - Critica durante o treinamento - acompanhamento do erro

Para diversos modelos (incluindo redes neurais) as superficies de erro F(w) podem
ter platés que provocam a paralisia do processo e formas complexas que retardam
tempordriamente a reducdo do erro e dando a falsa impressdao do término do processo. O

meio pratico de acompanhar o processo € observar a evolucdo de F ao longo do

treinamento.
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Fig. 30. Example MSE surface of trained sigmoidal network

Fig. 22. Example MSE surface of linear error. %
Fig. 23. Example MSE surface of sigmoid error. as a function of two first-layer weights.

Erro

Fo(n) Emo 4 Erro

Fo(n) Fo(n)

Niimero de passos de treinamento, n . . .
P Numero de passos de treinamento, n Niimero de passos de treinamento, n

III - Critica pés treinamento

Pelo critério do erro médio quadratico o histograma do erro quadritico ao término
do treinamento deve ter a forma aproximada de uma semi-gaussiana. O aparecimento de
modas com erros maiores possivelmente indica regides de baixa populacdo ou dados
errados (intrusos, outlayers). Os pares que geram estes erros permitem localizar as regides
com problemas: sdo os possiveis pertencentes as regioes de baixa populacdo ou possiveis

intrusos e seus vizinhos.

p(e)
»

possivelmente devido a

elementos de regido com baixa populagdo ou

intruso (outlayer) e seus vizinhos
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Por enquanto

FIM

Mas mais detalhes (importantes) serdo vistos para redes neurais em

CPE 721 no préximo periodo.



