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Parte 1 — Métodos de Otimizaciao Continua ‘“classica”

W1
W2
F(Wla Wo, ..oy Wn) = F(E) w=
Wn |
Propriedades F(w) > 0
OF 1 Vw, Vw
ow,
0°F

3 Vw,w, Vw
oW, oW, :



Como encontrar w* tal que

Fo(w*) <Fo(w) Vv w#w* ?

Otimizacao de F

nao linear

nao convexa

w ordem elevada
irrestrita

continua, derivavel

Como fazer ???



Nocoes Elementares de Otimizacao
I - Funcao objetivo — a minimizar
F(Wla Wo, .. ) = F(ﬂ)

OF
awi existe V w;

Minimo, minimante w¥*

Fw)<Fw +Aw) V Aw | IAwl <¢g

— minimo local
Minimo global

Fw)<Fw) Vw#w

gV



IT — Aproximacoes no entorno de um ponto qualquer w, (Taylor)

w=wop+Aw |Awl<¢g

OF
F(wo + Aw) = F(wo) + 2 i,

i

considerando
oF
Aw = Aw] VF(E) E)w gradiente
9°F L
Hwyp)=|—— Hessiana (simétrica)
aWi aW J

o



oF 1 0’ F
F(wo + Aw) = F(wo) + 20 5 AW + 52, 2, } Awdw, g

i e 25 5 ow,ow, |
Aw'VF(w,) Aw' H(w,) Aw

Entao

t 1
F(wo + Aw) = F(wg) + AW zF(m)+5A_wt H(W,)Aw + -



Aproximacio linear ou de 1°. ordem

F(wo + Aw) ~ F(wg) + Aw' V F(w)

Obs: Se F(w) é linear a aproximacio de 1°. ordem € exata. YF @)Z ctte (E) € as
derivadas de ordem > 1 sdo nulas, i.e, a Hessiana H(w) € nula para todo w.

Aproximac¢iao quadratica ou de 2°. ordem
t |
F(wo + Aw) = F(wo) + Aw" V F(wo) + — Aw' H(wg ) Aw

Obs: Se F(w) é quadritica a aproximacdo de 2°. ordem é exata. H(ﬂ): ctte (E)e as
derivadas de ordem > 2 sdo nulas



Aproximacao do Gradiente

Aw.

1

oF
F(wo + Aw) = F(wg) + 2 3

YF@O +AE)EYF@0)+H®O)A_W



Fungoes de ordem mais alta

validade das aproximagoes ?

TV



A validade da aproximacao
depende do acréscimo na funcao,
e ndo do acréscino nas variaveis independentes!

e.g., a aproximacgao de primeira ordem

F(wo + Aw) ~ F(wg) + Aw' V F(wj)

¢ valida enquanto

| Aw' Hlwo)Aw | << 14w ¥ F(wo)|

ou, alternativamente, enquanto

I%Awt H(wo)Aw | << ¢



Funcoes de duas variaveis

Visualizagdo por

Curvas de Nivel




Curvas /
Superficies de nivel

W

W curva de nivel retat

. % . % . g
(dlm 2) (dlm 2) (dlm 2)

w superficiede nivel planot

. - . - Y
(dim3) (dim 3) (dim 3)

w superficie de nivel hiperplano t,

(dim n) (dim n) (dim n)



Propriedade:




III - Extremos:
Minimo, minimante w
Fw +Aw)>Fw) VAw | IAwl<e
* % t 1 t
F(w +Aw) = F(w) + Aw VF + EA_W H Aw

Aw' VF = |Aw| [VH cosZAw,VE > 0
+ + +/-
= VFw’)=0

- H(ﬂ*) definida positiva



Nos extremos

VE(w')=0

F(w +Aw) = F(w ) + AF

F(w') + %A_wt H Aw

(> 0 H definida positiva
AF = %A_ "H Aw >0 H semi-definida positiva
<0 H semi-definida negativa

definida negativa

-
=

nao definida

+ A
|



H semidefinida positiva

AF >0

CALHA

/
~ 2 cusve e

nive/ miinimeo

(L 6 e _U.V’)

H definida positiva

AF >0

MINIMO

propriamente dito /




H semidefinida
negativa

AF <0

CUMEEIRA

H definida negativa H nao definida
AF <0 AF>0o0uAF<0
MAXIMO SELA




IV - Propriedades do Gradiente
1) Para IAwl < € e constante o gradiente indica a dire¢ao de maximo AF

vale a aproximacdo de primeira ordem IAw| < g

F(wy + Aw) = F(wy) + AF = F(w,) + Aw' VF

AF = Aw' VF = |Awl! IvFlcos 6
Aw



AF = Aw' VF = |Awl! IvFlcos 6

Aw

Aw

Aw



2) O gradiente € ortogonal ao plano tangente a superficie de nivel no ponto

Aw € T Aw=at
iF(w0+a§ =0
da Vte 7.

AF = Aw' VF

AF=0 — Aw | VF

Aw € 7y

T = 7Z-J_V



f, (w) B







V. Otimizacao

w | F(w) éminima

VI - Otimizacio: Solucao Analitica

*

w | VEw)=0 e

H(w*) definida positiva



A - Fungdes Lineares

F(w)=a'w + b

VF = a = constante

VF=0

hiper-plano

?  solucao

€



B — Fung¢des Quadraticas

Fw)=w'Aw + bw + ¢
Fi(wo + Aw) = F(wy) + Aw' V(wo) + %A_wt H(wy) Aw

V(wo + Aw) = V(wo) + H(wo) Aw
V=0 = Aw=-H(wp) V(wy)
w = wy—H'(wy) V(wy)

Newton

Newton Raphson

Problema: H, e principalmente H



Evitando H

Pseudo Newton

=
U
=
oo
oQ
T
Jam

Quase Newton

C — Funcoes de ordens mais elevadas e/ou transcendentes

muito complexo ==> Métodos Numéricos Recursivos



VII - Otimiza¢ao: Métodos Numéricos Recursivos

Aw 17 Aw = ad
Passo controla
controla | Aw | direcdo Aw

a > 0, pequeno






Condicoes necessarias

0. pequeno, vale a aproximagao de primeira ordem
F(w + Aw) =~ F(w) + Aw' V(w)
AF = Aw' V(w)

=oldlIV(w)lcos £d,V

direcao d

£Zd, V. € (90°270%)

[t



Direcao mais eficaz ?
Para |Awl| constante

qual d para maximo —AF ?

F(w + Aw) = F(w) + Aw' V

AF =AWW'V =AWl VI cos £ d, V

SN

constante (-1, 1)



Método do Gradiente Descendente ou

Método da Descida pelo Gradiente

>
B
I
=
<
<

AF = AW'V = - a IVI?
Aw



Gradiente Descendente




Método do

Gradiente Descendente




Algoritmo
Até que o critério de parada seja satisfeito

Para cada variavel w;

oF
Calcular 3,

J0F
_a—

w S
rantigo
aw,

inovo w

Fazer



Fim (natural) do processo

W =Wy

E(Aw) =0 =  V(wy)=0

O que € wy 7?

pontos estaveis: minimo, calha







Efeito do passo de treinamento o,

Exemplo simples: F = w*

J ]
J -‘
A ' |
' / §\\
‘:”ﬁ \
\ / i

N, W N \“\

/




Evoluc¢ao do erro ao longo do treinamento:

=)

»
»

treitnamento

o excessivamente grande
o processo diverge

o, muito pequeno (ou muito grande)
0 processo converge mas € lento

a adequado
0 processo converge em bom tempo

Numero de passos de



Passo de Treinamento o

o << convergéncia lenta

a >> F, oscila muito, convergéncia lenta, pode divergir

= Olstimo ??

“a escolha de o € uma arte” — Bernard Widrow

No treinamento de redes neurais

O <0 S 1 atipico —_ 005, 01



2. . *
Passo Otimo de Treinamento o

Que o =0 maximiza —AF ?? Otimizacio em linha.



Passo 6timo o*

Aw=-aV

Fwo + Aw) ~ F(w) + V' Aw + — Aw' H Aw

\9}

Fwo—aV) = Fwg)—aV'V+ - o’ V'HV (1)

N | =

AF

U

-aV'V+ - o’V'HA

1
2

* o o o o ~ o
Que o =0 maximiza - AF ?? Otimizacao em linha.



: OF AF

o=aq = = AF é maximo —=—=0
Jdaa Jdo

a*= Arg[Min F(w, - @*V)]

a*>0

necessita de H !



Contornando o problema de H:

Aplicara=0; wo—>wo—-a;V Fy—-F

De()  Fi=Fo-u¥'V+ af VHY

aplicando (3) em (2)

s

ViHV )

o

3)



* = 2(f-F+aV) ©
AF= L o1V
Obs:

ES * », s .
1 —a leva aextremos. Se o <0 o0 extremo € um maximo.

2 - o passo de ensaio, — o V , levanta as caracteristicas da funcdo no

. * . *
entorno de wy com raio lo; VI. Se o >> o, possivelmente o o
encontrado nao é valido.



Passo variavel controlando o decréscimo de F

a=0p cftte = AF =-a HVH2
1
=0y —— = AF =-o0y ctte
v
F AF
a=0) ——= = — =-0g CcCtte



Acelerando o processo — passo varidvel

o dhlosimes gl /!vn. vzi-z't.'tm/

AF




Acelerando o processo — passo varidvel

04 %/(ye‘lcft c/a /ah /)c-»r I 4
F %
f:’:‘ ."'I—’Aw s
$ '[ ,W‘
Pld 1* .
Jw" PH
; —
v ! M
)

Aw = ""5;".



Resilient Backpropagation (modificado)
(Silva e Almeida, Super SAB, etc.)

por variavel w;
o, varidvel
por passo de treinamento n

oF (n)
Aw;i(n) = - o;(n) ow. n

-

aal.(n—l) se signa—F(n):signE(n—l)
ow. ow

i i

bai(n—l) se 51gna—F(n)¢51gna—F(n 1)
ow. ow,

§ 1



se o;(n) > o faca o= o

%0) = 05 o =2 a=105

Outra alternativa

ow,
b=
ow ow

b=.9




Métodos de 1. Ordem (Resumo)

Wil = Wy + 0, Qn

Para F(wnﬂ) < F(wn)

dy V, <0




Gradiente Descendente

En+1=wn+angn
d,=-V, oy = do Aw

Passo 6timo

a,=Arg[Min Fw, +a, d)]

a,>0

BP Resiliente: o variavel por sinapse e por passo



METODOS DE SEGUNDA ORDEM:
MALIS SOFISTICADOS / MAIS EFICIENTES (?)

Newton H
Newton Amortecido ~H
Quasi Newton ~H!

Gradiente Conjugado



Newton
E* =W - Hil Vi

Wil = Wy + 0, Qn

d,=- H; V,

a,= Arg [Min F(w, +a, d)]

o,>0

H existe? é d.p. ?

n



Newton Amortecido

Marquadt — Levenberg

para garantir a inversao de H

L H, > H,+ A1

A>0 A—0



Levenberg — Marquadt

Fw) =+ Y &
2k

H, = [hy]

hy = oW, oW,

[
) S H, AL

A>0

A—0




Eyn+1::§Yn'+(h1dn

d, = - [ln]+ 21}' v,

a,=ArgMinFw, +a, d)]

o,>0



Quasi Newton

Formulas basicas:

Viri =Vi+ Hy (Wpg — wy)
onde Wy — W, =Aw

Whtl =Wy = Qn (Zn+1 - Zn)

1
onde Qn ~H

—n



BFGS - Broyden — Fletcher — Goldfarb — Shanno
Wil = Wy + 0, dy

anwn+l_wn='Gn2n

,=Arg [Min Fw, + e, d)]

o, >0
X=2n+1'2n
dyy! y dy | d,d
Gooy = | I-— 1 |Gy | 1- =0 |4 = =0
d Yn dp Yn ann




Gradiente Conjugado - nao usa H
Fletcher — Reeves
d; —uma sé vez

Wil = Wy + 0, Qn

dn = Bn Qn—l -V

a,= Arg[Min F(w, +a, d)]

o,>0
Leonard & Kramer Polak — Ribiere
‘V ‘ (V Vn-l )t \%

P =

Vol Vi



Métodos de 2. Ordem (Resumo)

Wil = Wy + 0, Qn

a,=Arg [Min Fw, +a, d)]

o,>0

|

*~
*~
*~




Parte 11

Aprendizado
(ou treinamento, ou ajuste de parametros)

como um processo de otimizacao



Sistema a modelar / simular

P ¢ | Y=o

fx

Conhecimento do Sistema
Fenomenologico — equacoes — caixa branca
Funcional - relacao entrada/saida — caixa preta

Pares entrada-saida

(x", v p=1,...P



Modelo Matematico Fenomenolégico / Numérico - Simulador

e S zp:éb(lcp)zzp

vV p

|><jO
|
N

\=

Modelo Fenomenoldgico — Caixa branca
Modelo Numérico Geral (e.g. rede neural) — Caixa Preta

Ajuste dos parametros w ?



Treinamento,
Aprendizado ou
Ajuste dos Parametros

<t

B W
b4 aw
E

como um processo de otimizacao

o



Erro na saida == Funcio objetivo a minimizar

A saida é multidimensional:

Y1 y’ el =yl -y/
x? o— Se—
x"’ w —0 V. Yy, EF =Y
x? :
n e | [
~ D D D
Yu  Yw Em =V

Erro quadratico na saida para o k-ésimo par entrada-saida k

f =y 3= bn 5 ) =3 e )

y -3

onde

en=yh-¥n e =)



Erro quadratico médio para todos os P pares entrada-saida

", y") p=1,...P

Erro médio quadratico:

F(w) = E(e") =%Z(sl’>2

Como calcular
iE(ef”)2 299
awi p e o o



ZP: )’ li—a (6" =E=(e")
P & ow, ow,
P

VE(@E") = EV(E")

Propriedade importante: o gradiente do valor esperado do erro

quadratico € igual ao valor esperado do gradiente do erro quadratico



Consequéncia:

Calcularemos separadamente para cada par

S
S Y
ow: (€") p

e tomaremos a média

0 %)
—E p2:E_ PN\2
S €7 =B ()

1
p



Continuando

onde o termo -2€’ deriva da formula do erro usada

9 Ym
€ 0 termo ow depende das equacoes do modelo usado

i



Para um tnico par entrada-saida o acréscimo a ser aplicado em w; seria

~

Aw? ——aiE( ) = —(){i(ce)2 =

m
dw, =l Iw, " ow,
[ o ] a
| s P y’ N e E,f
)W" o~ &= o
-~ Pee e (3 A &
.’ = >: E‘ w'. " - f——a .E(
W -~ & i
¢ ‘ VM B = —— éhl
Aw! =200 onde O = ie aym
J W erro retropropagado

error backpropagation



Para os P pares:

Formas de Aplicacao

Processo em Batelada — Batch




Batelada - Algoritmo

Até que o critério de parada seja satisfeito
para cada par (x*,y") p=1,...,P
calcular ¥’ =¢Qcp )

~ oy’
eL=yh-§, e 2 vl
ow,
oe” A yP
=-2) & =" VvV
ow, ; " ow,
outro par
p2
calcular Aw, =—aE o¢
3 W .

wi(n+1) = wi(n) + Aw;

reiniciar



Se P>>

(P > ~ 200)

= muito lento



Processo por Lotes

Se P> ~200

Alocar os pares entrada-saida aleatoriamente em C conjuntos,

C=

P /200

Algoritmo

Treinar com
conjunto 1

Treinar com
conjunto 2

| Treinar com
conjunto C

A




Lotes - Algoritmo

Até que o critério de parada seja satisfeito
Treinar (em batelada) usando os pares do conjunto 1

Treinar (em batelada) usando os pares do conjunto 2

Treinar (em batelada) usando os pares do conjunto C

retornar



Reduz o tempo
Preserva a generalizacdao mas

Diminui (pouco) a estabilidade do treinamento



Processo em “Regra Delta” -

uso ‘‘on line”’

Atualiza os parametros a cada par entrada-saida apresentado



Regra Delta - Algoritmo

Até que o critério de parada seja satisfeito

para cada par (x",y*) p=

calcular

outro par

I,...,P
5 :(o(;c")
gl =yP - P e ayf;

2
W, (1) = w. (1) — 26
ow

Vi

V1,1



Rapido mas F oscila !

Normalmente usado com momento



Treinamento com Momento

m a y
. Aw, n)=2a ) &—
Regra delta: D 12_1: ow,
Momento Aw;(n) = B Aw;(n-1) + (1-p) Awig (n)
Btipico ~ .9

intermediario entre regra delta e batelada (lote)

lote Nj=

4
-4



Awp(1)

Aw(l) =

Awp(2)

Aw(2) =

Awp(3)

Aw(3) =

B Aw(0) + (1-B) Awp(1)

(1-B) Awn(l)

B Aw(1) + (1-B) Awp(2) =

B(1-B) Awn(1) + (1-B) Awp(2)

B AW(2) + (1-B) Awp(3) =

B*(1-B) Awp(1) + B(1-B) Awp(2) + (1-B) Awp(3)



Awp(4)

Aw(d) = B(1-B) Awp(1) + B*(1-B) Awp(2) + B(1-B) Awp(3) + (1-B) Awp(4)

Awp(n)
Awn) = B"'(1-B) Awp(1) + B"*(1-B) Awp(2) + ...

o+ B A-B) Awp(i) + ... + (1-B) Awp(n)

n .
Awm) =(1-p) Y Awp@) B
i=1



Contribui¢des em cada passo:

Média ponderada exponencialmente pelo atrazo

n — 1 = atrazo da i-ésima entrada em relagcdo ao instante atual n

No passon

Awm) = (1-B) 3 Awp(i) A

i=l1
' ] (n-i)
Bn_iz e(n—l)lnﬁ e T
T=- L1 se =1
Ing 1-8

Aw() = (1-B) 3 Awp(i) €

=1

IRCRIL:




média ponderada exponencialmente pelo atraso

Contribuic¢oes significativas:  peso > .02

Miaximo atrazo significativo (lote significativo): 4

4
1-p

N,= 47 =

Contribuicao total de Awp(n):

Awp(m) (1-B) (1 + B+ P +...) =

= Awp() (I-B)

B

—> n-1< 471

»

= Awp(n)



Compensa a “instabilidade” do

processo de regra delta |
;474440/1 /‘7!!‘

rrepre Jé//a 120270 ?Io




Ajuste de Modelo por Regra Delta com Momento - Algoritmo

Inicializacdo n=I;

a=.1 p=9 Awl.RD(O)zo Y i
paraasi=1,2, ..., Vvaridveis w,(1) € [+2,—.2] randdmicos;

Até que o critério de parada seja satisfeito

para cada par (x*,y*) p=1,...,P

calcular

z”=¢(zc”)




Regra Delta com Momento - Algoritmo (continuacao)

Aw!™® (n) = 205%‘ e? N Vi
m=1 awi

Aw, (n)= BAw, (n=D+(1=B) Aw P (n) Vi

w.(n+1)=w,(n)+Aw, (n) Vi
n=n+l1

outro par



Ajuste de modelo por BP Resiliente - Algoritmo

Inicializacao
n=1 a,~5 a=1.05
paraasi=1,2, ..., V varidveis

w.(1) € [+2,—.2] randomicos; e, (1) =.1 g—F(O):O
w.

1

Até que o critério de parada esteja satisfeito

Passo de treinamento n



BP Resiliente - Algoritmo (continuacao)

Célculo do gradiente

para cada par (x°, y*) p=1,
calcular ¥ =plx” )
€r=Ym-Im
oe” 1
ow, - 2;
outro par
calcular OF (n)=E oe”
W, P ow,

%

YV m,i



BP Resiliente - Algoritmo (continuac¢ao)

Calculo do acréscimo
parai=1,2,...,V
aai(n-l) se signﬁ(n)=signa—F(n-1)
0 ow .

i i

mas se c, (n) >a,.. faca ¢, (n):amax

o (n)=
SF 1) OF OF
W, : : ]
3F 3F a,(n -1) se sign F (n) #sign F— (n-1)
O 1) 25 ) | |
ow, ow,

w,(n+1)=w,(n)+ Aw,(n)

n=n+1



Ajuste de Modelo por Levenberg- Marquadt - Algoritmo

Inicializacao

n=1; paraasi=1,2, ..., Vvaridveis w,(1) € [+2,—.2] randdomicos

Até que o critério de parada esteja satisfeito

Passo de treinamento n



Levenberg- Marquadt - Algoritmo (continuacio)

Calculo do gradiente g,] e da aproximacdo da Hessiana [fz,.j]
para cada par (x*,y*) p=1,...,P

calcular y” =(0(;cp )

P
En=Ym - Ym © gzv‘“ Vm,i
oerP M 9yP oe™ M dy?
=- m —__ 2 p m
ow, ; ow, ow; ; " ow,
outro par
oF o™
calcular 2 (=g =
ow, (=80 I,? ow,
0°F ~ &P og?
=h. =2
aw,aw, Ve 2B



Levenberg- Marquadt - Algoritmo (continuacio)

Calculo e aplicacdo do passo Aw
escolha A, adequado e inverta ﬁ C=[H, + A1

~-1

calcule d, =-H, g
realize a otimizacao em linha

calcule o= Arg [Min F(w, +a, d,)]

a>0

ES
Whe = Wp + 0 Qn

n=n+1



Comentarios finais

N - e
Composicao de F como erro W -
OF JF 3y
Fly.5) 5(w) dw, 950w,
or
onde 9y depende da funcao erro utilizada e
95
ow,

depende das equagdes do modelo utilizado

no caso de saidas multiplas

OF _ <5 OF 5,
dw, &=dy  dw,



Outros critérios de erro

Erro quadratico médio ponderado

. 2
F—Elzm: a(p, m)em

a(m) escalamento de y,,

a(p) populacdo



Saidas com relevancias diferentes

Erro relativo médio quadratico

2
Y -Ya
F=E| ——— Y — varidveis ndo normalizadas
p Y

m
Dominios com baixa populagao

) max

AP = o ()



Critica (acompanhamento) durante o treinamento

Evolugdo do Erro durante o treinamento

Fig. 30. Example MSE surface of trained sigmoidal network

Fig. 22. Example MSE surface of linear error. 3 i : i
Fig. 23. Example MSE surface of sigmoid error. as a function of two first-layer weights.

Erro

Fo(n) Emo 4

Fo(n) L

Ntmero de passos de treinamento, n

Erro
Fo(n)

Paralisia (o ponto de partida € critico)



Critica pos treinamento

p(”)
»

possivelmente devido a
elementos de regido com baixa populagdo ou

intruso (outlayer) e seus vizinhos




Por enquanto

FIM

Mas mais detalhes (importantes) serdo vistos para redes neurais em
CPE 721

no préximo periodo.



