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Métodos de Otimiza¢io Continua “classica”

Wi

w2

F(W17 W27 ] Wn) = F(ﬂ) E -

Wn
Propriedades Fw) > 0

OF O Ow, Ow
ow
0°F

——— U Uw,w,, Uw
ow; 0w |
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Como encontrar w* tal que

Fo(w*) <Fo(w) Ow#w* ?

Otimizacao de F,

nao linear

nao convexa

w ordem elevada
irrestrita

continua, derivavel

Como fazer ???

Nocoes Elementares de Otimizacao
I - Funcao objetivo — a minimizar
F(wy, wa, ...) = F(w)

0F
Ow. existe [ w;

Minimo, minimante w*

Fw)<Fw +Aw) OAw | |Aw| <e
— minimo local

Minimo global

Fw)<Fw) Ow#w

N

Iq
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II — Aproximacoes no entorno de um ponto qualquer w, (Taylor)

w=wo+Aw |Aw|<g

OF
F(wo + Aw) = F(wo) + Z% Aw; + - ZZ aw Ow } Awlhw; +
considerando
_ _ OF
Aw = AWi] DF( W )‘W gradiente
0°F . o
H(wp) = | ——— Hessiana (simétrica)
ow; Ow ; j

"o

OF
F(wo + Aw) = F(wo) + Z% Aw; + < ZZ aw Ow } Awlhw; + .
i i i W,
Aw'OF(w,) Aw' H(w,) Aw

Entao

t 1 .
F(wo + Aw) = F(wp) + AW QF(mo)+5A_w H(w,)Aw +--
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Aproximacio linear ou de 1°. ordem

F(wo + Aw) ~ F(wo) + Aw' 0 F(w)

Obs: Se F(w) é linear a aproximacgéo de 1°. ordem € exata. Ur (ﬂ) =ctte (ﬂ) e
as derivadas de ordem > 1 sdo nulas, 1.e, a Hessiana H(w) € nula para todo w.

Aproximacio quadratica ou de 2°. ordem

F(wo + Aw) = F(wo) + Aw* O Flwo) + %A_wf H(wg) Aw

Obs: Se F(w) é quadriatica a aproximacdo de 2°. ordem € exata.
H(ﬂ) =ctte (ﬂ) e as derivadas de ordem > 2 sdo nulas

Aproximacao do Gradiente

F(wo + Aw) OF(wo) + 2, 5| Aw,

L F(ﬂo +AE) L DF(WO)"'H(EO)A_W
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Funcoes de ordem mais alta
validade das aproximacoes ?

TV

A validade da aproximagao

depende do acréscimo na funcao (nas variaveis dependentes),

e nao do acréscino nas variaveis independentes!

e.g., a aproximacdo de primeira ordem

F(w, + Aw) ~ F(wg) + Aw' OF(w)

¢ valida enquanto

I%A_WIH(EO)AEI << |Aw' O F(wy)|

ou, alternativamente, enquanto

| dw' Hlwo)dw | << ¢
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Visualizacao de superficies 3D em 2D

h (x4, X3) Curvas de nivel
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Funcoes de duas variaveis

Visualizacdo por

Curvas de Nivel
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Curvas /

Superficies de nivel

Tangentes

(dii 2)

(dirﬂn 3)

w

(dim n)

Propriedade:

W
curva de nivel reta t,
(dim 2) - (dim 2)
superficiede nivel planot,
(dim3) - (dim3)
superficie de nivel hiperplano t,
(dim n) - (dim n)
/
__Jd
-) - \
® w, \
J | v
dF d ~
dEt EF(EO-'-UE) azo_o
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IIT - Extremos:

Ve . . . *
Minimo, minimante w - local

F(w +Aw)>Fw) DOAw | |Aw|<e
k %k t 1 t
F(w +Aw) L F(w) + Aw [F + EA_W H Aw

Aw' OF =|Aw| [OH cosOAw,0F > 0
+ + /-
= OFw')=0

— H(ED) definida positiva
Nos extremos
OF (w')=0

F(w +Aw) = F(w ) + AF

= Fw)+ %A_thA_w

(>0 H definida positiva
AF = % Aw'HAw |20 H semi-definida positiva
1=0 H semi-definida negativa
<0 H definida negativa
+ H ndo definida
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H semidefinida positiva "

AF >0

W
‘ ' —
CALHA : >
W, : S /"23. cobve oa
e nive/ wiinime
( .6 e _‘!, )
_/j/ e /,'n/.:/—, 7
F
H definida positiva
AF >0
MINIMO ’w/
propriamente dito
H semidefinida H definida negativa H nao definida
negativa
AF <0 AF <0 AF>0o0uAF <0
CUMEEIRA MAXIMO SELA

5 - ..
-
\..,_ — g
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IV — Propriedades do Gradiente

1) Para |Aw| < € e constante o gradiente indica a dire¢cao de maximo

AF

vale a aproximacdo de primeira ordem |Aw| < g

F(wo + Aw) = F(wg) + AF L F(wg) + Aw' OF

AF L Aw' OF = |Aw| |0F| cos 8

AF L Aw' OF = |Aw| |0F]| cos 6

0=0 ==> AF max

=11 ==> AF min
(-AF max)

fan)
I
I+
NN
>
1
I
o

Aw

O

O

Aw
O
O
Aw
Aw
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2) O gradiente € ortogonal ao plano tangente a superficie de nivel no ponto

Aw U7, Aw=a't
iF(ﬂO"'ai =0
da Ot 0 72

AF L Aw' OF

Aw U7
Tt = 700
f\\‘z
» b
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V. Otimizacao

w | F(w) éminima

VI - Otimizacao: Solucao Analitica

w | OFw)=0 e

H(y*) definida positiva
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A - Fung¢oes Lineares

F(w)= a'w + b hiper-plano

LF = a = constante

LF=0 ? solucdo

<
!
8

B — Func¢odes Quadraticas
Fw)=w'Aw + b'w + ¢
F(wo + Aw) = F(wo) + Aw' O(wo) + %A_wt H(wo) Aw

O(wo + Aw) = O(wy) + H(wo) Aw
0=0 = Aw=-H"(w) O(wy)

W = wo— H" (wo) O(wo)
Newton Newton Raphson

Problema: H, e principalmente H'l
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Evitando H
Pseudo Newton H=diagH —> H’l
Quase Newton ~ H'

C — Funcoes de ordens mais elevadas e/ou transcendentes

muito complexo =——=> Métodos Numéricos Recursivos

VII - Otimizacao: Métodos Numéricos Recursivos

w->w+Aw | F(w+Aw) < F(w)

Aw 7? Aw = ad
Passo controla
controla | Aw | direcao Aw

a > 0, pequeno
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Descida continuada, permanente - decisao local ¢ )

CondicoOes necessarias

0. pequeno, vale a aproximagao de primeira ordem
F(w + Aw) = F(w) + Aw' O(w)
AF = Aw' O(w)

=o|d| W)l cos L d, ]

direcao d

0d,0 L (90°270°)

2
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Direcao mais eficaz ?
Para |Aw| constante
qual d para maximo —AF ?
F(w + Aw) = F(w) + Aw' O

AF=Aw'0=|Aw| |0 cos Od, O

N

constante (-1, 1)

-0
Aw
=-0d = - AF max

Método do Gradiente Descendente ou

(=}
Il

A

<

Método da Descida pelo Gradiente

A

w—= e w - w-al
w
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Gradiente Descendente

Método do

Gradiente Descendente
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Algoritmo
Até que o critério de parada seja satisfeito

Para cada variavel w;

0F
Calcular 5,

. F
Fazer Wi novo Wi antigo - a a Wl-

Fim (natural) do processo

E(Aw) =0 = Uwe =0
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Passo de Treinamento o

Efeito do passo de treinamento o,

Exemplo simples: F = w*

\ F
// \\ s /
4 \ / |
:—: \\\ = /f// : .
TITwWOT —— "
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Evoluc¢ao do erro ao longo do treinamento:
F o >>

& €<

. | o

S
N° passos flvcinnmn?{;

Passo de Treinamento o

o << convergéncia lenta

o >> Fy oscila muito, convergéncia lenta, pode divergir

“a escolha de o ¢ uma arte” — Bernard Widrow
No treinamento de redes neurais

O<oc<l Otipico = 05, .1
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Passo Otimo de Treinamento o

* . . o o ~ .
Que o =0 maximiza - AF ?? Otimizacao em linha.

Passo 6timo o*

Aw = - o [

Flwo + Aw) = Flay) + 0 Aw + - Aw'H Aw

Fov—a ) = Faw) -a 00+ 2 o’ O'HO (1)
AF=-aD'O+ o O'HA

* . . . . ~ .
Que o =0 maximiza — AF ?? Otimizacao em linha.
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* . . . . ~ .
Que o =0 maximiza — AF ?? Otimizacao em linha.

. OF _0AF _,

o=aq = — AF é maximo —_— =
oa o0a

a*= Arg[Min F(w, - a*0)]

a*>0

9 R OP+aOHA=0

a

. Io?

0 = @)
0'HO

necessita de H !

Contornando o problema de H:

Aplicar a=0; Wy - Wog— 04 Q FO — F1

De(l) Fi=Fo—o0'O0+ %a% 0'HD

0 OHO= 5 (Fi-Fo+a [OD

al

aplicando (3) em (2)

o = 2)

24 /33

3)
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. ) a; ‘Q‘z X
* - 2(E_F0+al‘g‘2) ©
AF= L a0p
2
Obs:

ES * , , .
1 —a leva a extremos. Se o <0 o0 extremo € um maximo.

2 - o0 passo de ensaio, — a; [1, levanta as caracteristicas da fun¢ao

. * . *
no entorno de w, com raio |o; LI|. Se o >> o, possivelmente o o
encontrado nao é valido.

Passo variavel controlando o decréscimo de F

AF = - Aw' O=-a |0

a=o0y ctte = AF = - qa HQHz
1
a=d —5 = AF =-qy ctte
o
F AF
o= 0 = — =-0p Ctte

2
al F



3 — Nogoes de Otimizacao Continua 26

CPE 721 Redes Neurais Feedforward

Acelerando o processo — passo varidvel

vapia wel

< diferencitcle /-t-
? F

W,

Acelerando o processo — passo varidvel

oL %/{yeacft c\/a /‘au /}hm&

Iwg

/33
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Resilient Backpropagation (modificado)
(Silva e Almeida, Super SAB, etc.)

por variavel w;
o variavel
por passo de treinamento n

(0 = - ) —=(n)
Awl(n) (x’l(n) aW

aa'l.(n-l) se signﬁ(n)=sign£(n-l)
ow, ow,
a,(n)=;
ba’i(n—l) se signﬁ(n)isignﬁ(n—l)
ow, d

1 1

se o;(n) > o faca o= o

%0) = .05 o T2 a=105 b=.9 (paraRN)

Outra alternativa (passo 6timo)
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Métodos de 1°. Ordem (Resumo)

ﬂn+1:wn+angn

Para  F(wp.) <F(w,)

Gradiente Descendente

ﬂn+1:wn+angn
Qn:'gn o, = Oy Aw

Passo 6timo

a, = Arg[Min Fw, +a, d)]

a,>0

BP Resiliente: a variavel por sinapse e por passo
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METODOS DE SEGUNDA ORDEM:
MALIS SOFISTICADOS / MAIS EFICIENTES (?)

METODOS DE SEGUNDA ORDEM:
MALIS SOFISTICADOS / MAIS EFICIENTES (?)

CondicOes necessarias

o pequeno, vale a aproximagao de segunda ordem

Newton H
Newton Amortecido ~H
Quasi Newton =H'!

Gradiente Conjugado
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Newton
w* =W - ﬂil (B para F(w) de segunda ordem
Wyl = Wy + 0, dyy para F(w) qualquer
d,=-H, O,

a,=Arg[Min Fw, +a, d)]

a,>0

H—l

n

existe 7 € d.p. ?

Newton Amortecido
Marquadt — Levenberg

para garantir a inversao de H

A>0 Ao O
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Levenberg — Marquadt

F(w) = 1
2k

A>0 Ao O

Levenberg — Marquadt

Wh+1 = Wy + Oy Qn

d,=-[oo+a1]'g,

a,=Arg[MinF(w, +a, d)]

a,>0

31 /33
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Quasi Newton

Formulas basicas:

Qnﬂ = Qn + Hn (ﬂnﬂ - wn)
onde Wy —w,=Aw

Wnt1 = Wh = Qn (Qnﬂ - Qn)

B
onde G,=H,

BFGS — Broyden — Fletcher — Goldfarb — Shanno
Wit = Wy T 0, Qn

Qn:wnﬂ_wn:'gngn

a,=Arg[Min F(w, +a, d)]

a,>0
X = Qnﬂ - Qn
t t t
G+l = I-_nzn G —Xndn +dngn
AS 1} 1 YUpld t
d'y dpy, | dny,

32 /33



CPE 721 Redes Neurais Feedforward 3 — Nogoes de Otimizacao Continua

Gradiente Conjugado - nao usa H
Fletcher — Reeves
d; — uma s6 vez por dimensao
Wit1 = Wy + Oy Qn

Qn = Bn Qn-l - Qn

a,= Arg[Min Fw, +a, d)]

a,>0

Leonard & Kramer Polak — Ribiéere
2
By = ‘gn‘ B, = (Qn 'gn—l)t U
‘Dn—l‘z ‘gn-l‘z

Métodos de 2°. Ordem (Resumo)

Wh+1 = Wy + Oy Qn

a,=Arg [Min F(w, +a, d)]

a,>0

d, depende do método

33 /33




