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Redes Neurais Feedforward 
 
 

Aprendizado (Treinamento) Backpropagation 
 
 

Aproximador Universal 
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( )y xϕ=%  

 

       

  

Para que serve ?  
 

Aplicações: 
 

Simuladores; 

Controladores; 

Classificadores;  

Reconhecimento de padrões; 

Filtragem não linear; 

etc... 
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Simulação de Sistemas 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Simulação de Sistemas  
 

 
Sistema Real, Planta 
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Sistema à emular 

 

 

 

Conhecimento do Sistema 

 Fenomenológico – equações – modelo caixa branca - NÃO 

 Funcional – relação entrada/saída – modelo caixa preta 

Pares entrada-saída 

 (x
p
, y

p
)              p = 1, … P          

 

Modelo Matemático Fenomenológico / Numérico - Simulador 

 

 

 

 

Modelo Fenomenológico – Caixa branca 

Modelo Numérico Geral (e.g. rede neural) – Caixa Preta  
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Simulação de Sistemas  
 
Sistema Real, Planta 
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Aprendizado  

(ou treinamento, ou ajuste de parâmetros) 

     como um processo de otimização 

   

   (visto em detalhes em CPE 723 - apostila disponível no site) 
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Treinamento, Aprendizado: Minimizar o erro na saída  
 
Função objetivo à minimizar: 

 
k2

0 0F E( ) F ( ) 0ε= = ≥w  

 
Problema:  
 
Como encontrar o vetor w0 que minimize F0(w)? 
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Gradiente: 
 

 

 
 
 
Propriedades do Gradiente: 
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Gradiente descendente  
 

ou descida por gradiente 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Complexidade de cálculo:    
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Acréscimo a aplicar em cada sinapse: 
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Propriedade importante:  

   o gradiente do valor esperado do erro quadrático é igual ao valor 

esperado do gradiente do erro quadrático  

   cada par entrada-saída é tratado isoladamente. 
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  δi é o erro retropropagado da saída até a extremidade da sinapse 



 

Redes Neurais Feedforward     CPE 721    2011-2      2 - Treinamento BP versão 2     12  /21       

     

∑
=

=∆
P

p
pijij v

P
w

1

1
2 δα

 

222

111

~

~

yy

yy

−=

−=

ε

ε

3 - como: 

 

( )
ij

ij

ij
w

wF
w

∂

∂
−=∆

0α    

 
( )

∑
= ∂

∂
=

∂

∂ P

p ijij

ij p

wPw

wF

1

20
)(

1
ε   

 

( )
ij

ij

v
w

δ
ε

2

2

−=
∂

∂
 

 

 

 
 
Error Backpropagation -Princípio do Algoritmo: 
 
1 - Rede Original: 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
Propagar o sinal na rede original e conservar o valor do sinal vj na entrada 

de cada sinapse wij. Calcular o erro em cada saída. 
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2 – Criar uma “Rede Associada” a partir da Rede Original 

   mesma arquitetura, mas 

 

2.1 - “Linearizar” (os neurônios) da rede original 

 
  Rede original    Rede Associada 
 
  Neurônio não linear    >>>     Neurônio linear 
   

v0 = tgh(u0)   >>>       v = (1-v0
2) u 

   
  Neurônio linear     >>>     Neurônio linear 
 

v0 = u0      >>>        v = u 

  
 
 
 2.2- Inverter todos os sentidos de transmissão (dos neurônios e sinapses) 
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3 – (Retro)propagar o erro εl em cada saída através da rede “associada” e conservar o 
valor do sinal δi de erro retropropagado que chega na saída (original) de cada sinapse 
wij. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

4 – O acréscimo para cada sinapse wij para o par p entrada-saída em operação é dado 
por: 

 
 

ijijp vw δα2=∆  

 

 
5 – O acréscimo a ser aplicado na sinapse wij é o valor esperado dos acréscimos 
calculados para todos os pares entrada-saída. 
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      Processo em Batelada – Batch 
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Exemplo anterior: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Signal Feedforward 
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Rede associada e retropropagação do erro: 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 (0,386)(0,63) 0,24δ = =       4 (0,103)(1) 0,103δ = =  

3
[(0,103)( 0,1) (0,24)(1,1)](0,60) 0,152δ = − + =  

2 [(0,103)( 0,1) (0, 24)(0,2)](0,79) 0,030δ = − + =

1 [(0,103)(0,1) (0, 24)(0,5)](1) 0,130δ = + =  
 

Treinamento Regra Delta 
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iy~

Algorítmos BP para cálculo do acréscimo na sinapse wij devido ao par p, ijpw∆   

 
para dois casos específicos: 

 
Redes com uma única camada           Rede Original 
 

Definição das variáveis: 

N entradas: x1, x2, ..., xN   e   x0 (bias) = 1 

wij - sinapse conectando a entrada j  

 ao neurônio i  

M neurônios com função de ativação  

 φ(.) linear ou tgh 

ui - excitação interna do neurônio i 

- saída do neurônio i 

 

  

Definição das variáveis:         Rede Associada 

 

εi - erro na saída  do neurônio i  

   

 

δi - erro retropropagado até   

 a entrada do neurônio i 

 

φi' - valor numérico da derivada de   

 φi no ponto de operação        
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Algorítmo BP acréscimo 
p

ijw∆  - Rede 1 camada 

Para o par entrada-saída p  (x, y) 
 

Signal feedforward: Propague o sinal para a frente, calcule a saída e o erro em 

 cada saída: 
 

   

( )
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= ∑
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jiji
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  Calcule o erro retropropagado até a entrada de cada neurônio: 
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−
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ii

i

i
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ε
δ

2~1
  

   

  Calcule o acéscimo  em cada sinapse devido ao par p:  
 

   ij

p

ij xw δα2=∆  
fim do algorítmo  
 
 
Redes com duas camadas -  Rede Original 
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ky~

 

Definição das variáveis: 

 

N entradas: x1, x2, ..., xN   e   x0 (bias) = 1 

L  neurônios na primeira camada com função de ativação  tgh 

M  neurônios na camada de saída com função de ativação φ(.) linear ou tgh 

wij - sinapse conectando a entrada j ao neurônio i da camada intermediária 

tki - sinapse conectando a saída zi do neurônio i da camada intermediária com a 

 entrada do neurônio k da camada de saída. 

vi - excitação interna do neurônio i da primeira camada 

zi - saída do neurônio i da camada intermediária.   z0 (bias) = 1 

uk - excitação interna do neurônio k da camada intermediária 

- saída do neurônio k da camada de saída 

 

Rede Associada  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Definição das variáveis: 

εk - erro na saída  do neurônio da camada de saída     

δk - erro retropropagado até a entrada do neurônio k da camada de saída 

φi' - valor numérico da derivada de  φi  no ponto de operação  
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Algorítmo BP acréscimos 
p

ki

p

ij tew ∆∆  - Rede com 2 camadas 

Para o par entrada-saída p  (x, y) 
 

Signal feedforward: Propague o sinal para a frente, calcule a saída e o erro em 

 cada saída: 

 

 Para todos os neurônios da primeira camada i = 1,...,L 
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 Para todos os neurônios da segunda camada k = 1,..., M  
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 Retropropagação do erro 

   Para todo neurônio da segunda camada, k = 1,...,M: 

 

    
( )



−
=

tghneurônioy
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kk
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ε

ε
δ
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   Para todo neurônio da primeira camada, i = 1,...,L 
 

    ( )∑
=

−=
M

k

kkiii tz
1

21 δγ  

 

 Acréscimo nas sinapses da primeira camada devido ao par p: 
 

   LieNjxw ij

p

ij ...,,2,1....,,1,02 ==∀=∆ γα  

 

  Acréscimo nas sinapses da segunda camada devido ao par p: 
 

   MkeLizt ki

p

ki ...,,2,1...,,1,02 ==∀=∆ δα  
  

 fim do algorítmo  
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Error Backpropagation - Resumo: 

 

 


