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Como encontrar w* tal que

Fo(w*) <Fo(w) Vv w=zw* ?

Otimizacao de F

nao linear

nao convexa

w ordem elevada
irrestrita

continua, derivavel

Como fazer ???

Nocoes Elementares de Otimizacao
I — Funcao objetivo — a minimizar
F(wi, wa, ...) = F(w)

OF
ow. existe V w;
1

Minimo, minimante w*
Fw) <F(w +Aw) V Aw | |Aw| <eg
— minimo local
Minimo global

F(w) <F(w) V w#w

N

Iq
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II — Aproximacoes no entorno de um ponto qualquer wo (Taylor)

w=wot+Aw |Aw|<eg

1 0°F
Aw; + EZZ ow. ow :l AWiAWj + ...
i j i i

Wo

OF
F(wo + Aw) = F(wo) + 2 5 -

Wo

considerando
OF
Aw = Aw;, ] VF(&): ow. gradiente
0%F L
Hwo)=| —— Hessiana (simétrica)
OW; OW i

"o

OF 1 0*F
F(EO"'AE):F(EO)‘FZ% Aw; +§ZZ v aw} AwAw; +
! 7w, 1 J i j

t 1

Aw'VF(w,) Aw' H(w,) Aw

Entao

1
F(wo + Aw) = F(wy) + A_W’ZF(EO)+5A_W H(Wy) AW + -
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Aproximacao linear ou de 1%. ordem

F(wo + Aw) ~ F(wo) + Aw' V F(wo)

Obs: Se F(w) ¢ linear a aproximacio de 1% ordem é exata. VF (ﬂ)= ctte (ﬂ) e
as derivadas de ordem > 1 sdo nulas, i.e, a Hessiana H(w) € nula para todo w.

Aproximacao quadratica ou de 2% ordem

F(wo + Aw) ~ F(wo) + Aw ' V F(wo) + %A_wt H(w)Aw

Obs: Se F(w) ¢ quadratica a aproximacdo de 2% ordem ¢ exata.
H(ﬂ) = ctte (ﬂ) e as derivadas de ordem > 2 sdao nulas

Aproximacio do Gradiente

OF
F(wo + Aw) = F(wo) + Z £ Aw

1
Wo

oF

an'

O A,

+2
wo+Aw Wil ] wg

VF(EO +AE)EVF(W0)+ﬂ(E0)A_W
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Funcoes de ordem mais alta
validade das aproximacoes ?

A validade da aproximacao

depende do acréscimo na funcio (nas variaveis dependentes),

¢ nao do acréscino nas variaveis independentes!

e.g., a aproximacgao de primeira ordem

F(wo + Aw) ~ F(wo) + Aw' V F(wo)
¢ valida enquanto

\%A_wtﬂ(ﬂo)Awl << |Aw' V F(wo)|

ou, alternativamente, enquanto

| Aw! Hlwo)Aw | << &



CPE 721 Redes Neurais Feedforward 3 — Nogoes de Otimizagdo Continua 7 /37




CPE 721 Redes Neurais Feedforward 3 — Nogoes de Otimizagdo Continua 8 /37

Visualizaciao de superficies 3D em 2D

h (x1, x2) Curvas de nivel

Fonte: wotdpiess
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Funcoes de duas variaveis

Visualizacao por

Curvas de Nivel

Curvas /
Superficies de nivel

Tangentes
W
W curva de nivel
%
(dim2) (dim 2)
w superficiede nivel
%
(dim3) (dim3)
W superficie de nivel
_>
(dimn) (dimn)

hiperplano t,
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Propriedade:

dF
- :O _ =
dﬂg aF(yoJrat)a:O 0
IIT — Extremos:
Minimo, minimante w~ - local
Fw'+Aw)>F(w’)  VAw | |Aw|<e

; 1
F(w" +Aw) = F(w") + Aw VF + EA_WtHA_

Aw' VF = |Aw| |VF| cosZAw,VF > 0
+ 4+ +H-
= VFw')=0

= ﬂ(ﬂ*) definida positiva



CPE 721 Redes Neurais Feedforward 3 — Nogoes de Otimizagdo Continua 11 /37

Nos extremos

VE (w')=0

F(w"+ Aw) = F(w’) + AF

= F(w’) + %A_wt H Aw

(>0 H definida positiva

Aw'H Aw >0 H semi-definida positiva

H semi-definidanegativa
<0 H definida negativa

H nao definida

H semidefinida positiva

F
AF =0
W,
CALHA | , iy
e ! -
W, : - < @2 curve da
" m‘w/ Drinnime
(L6 o _L:v')
H definida positiva
F
AF >0
MINIMO ] 5w,
propriamente dito / S

W AL TN e
‘ il T
,/f ‘r:' -!.
I‘,
’
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H semidefinida H definida negativa H nao definida
negativa
AF <0 AF <0 AF>0o0uAF <0
CUMEEIRA MAXIMO SELA

IV — Propriedades do Gradiente

1) Para [Aw| < € e constante o gradiente indica a direcdo de maximo
acréscimo AF

vale a aproximagao de primeira ordem |[Aw| < g

F(wo + Aw) = F(wo) + AF = F(wo) + Aw' VF

AF = Aw' VF = |Aw| |V F]| cos 0
Aw
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AF = AwW' VF = |Aw| |VF]| cos 0

\%
0=0 =»> AF max Aw o
0= ==> AF min A
w
(-AF max)
T
0=+=— === AF=0
2 Aw

2) O gradiente ¢ ortogonal ao plano tangente a superficie de nivel no ponto

Aw € Ty Aw=at
iF(ﬂo-I—OlI% =0
do Vter,

AF = Aw' VF

AF=0 — Aw 1 VF

Aw ey

=1V
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3 — Nogodes de Otimizacao Continua
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V. Otimizacao
“ | FWw) éminima
VI — Otimizacao: Solucao Analitica
w | VFw)=0 e
H(w") definida positiva
A - Fungdes Lineares

F(w)= a'w + b hiper-plano

VF = a = constante

=
!
3

VF=0 ? solucgao

15 /37
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B — Fung¢odes Quadraticas
Fw)=w'Aw + bw + ¢
Fwo + Aw) = F(wo) + Aw! V(ows) + - Aw! Hws) Aw

V(wo + Aw) = V(wo) + H(wo) Aw
V=0 =  Aw=-H'(wo) V(wo)

W = wo — H'(wo) V(wo)
Newton Newton Raphson

Problema: H, e principalmente ﬂ'l

Evitando H
Pseudo Newton H =~ diagH =— H!
Levemberg-Marquardt
Quase Newton ~ H

C — Funcodes de ordens mais elevadas e/ou transcendentes

muito complexo ==> M¢étodos Numéricos Recursivos
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VII — Otimizacao: Métodos Numéricos Recursivos

F(w +Aw) < F(w)

a

Aw ?? Aw = od
Passo controla
controla | Aw | direcao Aw

a > 0, pequeno

Descida continuada, permanente - decisao local £ )
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Condic¢des necessarias
0. pequeno, vale a aproximacao de primeira ordem
F(w + Aw) ~ F(w) + Aw' V(w)
AF ~ Aw' V(w)
=0 [d]|V(w)cos £d,V

direcao d

Zd,V € (90°270°)

w
oW
- - 4
Direcdo mais eficaz ?
Para |Aw| constante
qual d para maximo —AF ?
F(w +Aw) = F(w) + Aw' V
AF = AwW'V = |Aw| |V| cos £ d, V
constante (-1, 1)
d=-V
Aw
Aw=-a0V = - AF max
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Método do Gradiente Descendente ou

Método da Descida pelo Gradiente

W— V= w > w—oaV

AF = AW' V = - ¢ |V]?

Gradiente Descendente
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Método do

Gradiente Descendente
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Algoritmo

Ate que o critério de parada seja satisfeito

Para cada variavel w;

0F
Calcular 5,

Wz' novo

Fazer

=W

i antigo

oF
_a—
ow,
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Fim (natural) do processo
W = Wo
E(Aw) =0 = V(wo)=0

O que € wo ?7?

pontos estaveis: minimo, calha

Passo de Treinamento o
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Efeito do passo de treinamento o,

Exemplo simples: F = w?

3 — Nogodes de Otimiza¢ao Continua 22 /37

Evolucao do erro ao longo do treinamento:

F 1 -

a excessivamente grande
o processo diverge

o, muito pequeno (ou muito
grande)
0 processo converge mas ¢ lento

ok €<

a adequado
0 processo converge em bom
tempo

—

Numero de passos de treinamento
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Passo de Treinamento a.

o << convergéncia lenta

o >> Fo oscila muito, convergéncia lenta, pode divergir

= Uétimo 27

“a escolha de o € uma arte” — Bernard Widrow
No treinamento de redes neurais

O <a S 1 atipic() = .05, .1

L . . *
Passo Otimo de Treinamento o,

Que o =a maximiza —AF ?? Otimizacdo em linha.
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Passo 6timo a* em uma dire¢do d qualquer

Aw=ad

F(wo + Aw) ~ F(wo) + V' Aw + 1 Aw' H Aw

2
F(wo+0td)zF(wo)vLathJr%azdtﬂd (1)
AF = mw%o@@ﬂg

Que o =a maximiza —AF ?? Otimizacio em linha.

*

o=0oa = —AF é maximo 8F_8AF:O

da  oa

a* = Arg [MinF(E0 +a* 4)]

9 F— Vd+adHd=0
oo

. V4

T Hd (2)

necessita de H !
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Contornando o problema de H:

Aplicara=0a; wo—>wo+tard Fo—F
De()  Fi=Foraid ¥+ of dHd

dHd= 2 (Fi-Fo-adV) @)
af

aplicando (3) em (2)
._ Vid
© T d'Hd @
o V'd

Obs:
1 —a” leva a extremos. Se a" <0 o extremo ¢ um maximo.
2 - o passo de ensaio, — oy d , levanta as caracteristicas da fun¢ao

no entorno de wo com raio |0 d|. Se o >> a; possivelmente o o
encontrado nao ¢ valido.
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No caso em que

d=-v
SN S
VIHY 2(F -F, + V)
AF=- o YP

Passo variavel controlando o decréscimo de F

AF ~ - Aw'V =-a V]

a=o0y ctte = AF=-q HZHZ
1
(x=ao—2 = AF =-0p ctte
vl
F AF
o=0) —= = — =-0p Cctte

2 F

26

/37
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CPE 721 Redes Neurais Feedforward
Acelerando o processo — passo varidavel

a diferenciado por variavel

1rf

W,
Acelerando o processo — passo varidavel
a diferenciado por passo
F 4
. . Aw N
t (W,‘
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CPE 721 Redes Neurais Feedforward

Resilient Backpropagation (modificado)

(Silva e Almeida, Super SAB, etc.)

por variavel w;

a varidvel
por passo de treinamento n

oF
Awi(n) = - 04(n) G—WI (n)

aai(n-l) se sign@iv—li(n)zsign%(n-l)
ai(n):<
bai(n-l) se sign%(n)isignﬁ—\i(n—l)

1

se ai(n) >a" faca a=a

a0 = 05 o =2 a=105 b~=.9 (paraRN)

Outra alternativa (passo 6timo) 5 ( .
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Algoritmo Resiliente

Inicializacao

n=1 ¢, ~5ax1.05 ¢« )=.1 6_F(0):0
ow,

inicializar asi1=1, 2, ..., V variaveis

Até que o critério de parada esteja satisfeito
Aplicar um passo de treinamento
Para cada parametro w; 1=1,2,...,V

oF

Calcular a componente do gradiente %(n)

1

Calcular o passo a a ser usado

aa,(n-1) se signaiv—li(n):signafv—lsi(n-l)

mas sea,(n) > a,,, faca a,(n)=a,,,

“-or,
o, a,(n-1) se signﬂ(n)isignﬂ(n-l)
oF oF ' ow . ow
OF (y1)-2F 1 1
ow, ow,

Calcular e aplicar os acréscimos

Aw, () = = &,(n) = n)
ow,
w(n+1)=w.(n)+Aw,(n)
n=n+1

Préximo passo

29 /37
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Métodos de 1%. Ordem (Resumo)

Wntl = Wn + 0n dn

Para  F(Wn+1) < F(wn)

Gradiente Descendente

Wntl = Wn + 0n dn
Qn = - ZH On = O Aw

Passo 6timo

a, = Arg [MinF(w, - a,V,)]

BP Resiliente: o variavel por sinapse e por passo
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METODOS DE SEGUNDA ORDEM:
MALIS SOFISTICADOS / MAIS EFICIENTES (?)

METODOS DE SEGUNDA ORDEM:
MALIS SOFISTICADOS / MAIS EFICIENTES (?)

Condic¢des necessarias

0. pequeno, vale a aproximacao de segunda ordem

Newton H
Newton Amortecido ~H
Quasi Newton ~H!

Gradiente Conjugado
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Newton

* -1

W =W - H, Vi

Wnt1 = Wn T 0 dn
Qn::‘li; E&

n

H-l

Newton Amortecido

Levenberg-Marquardt
_ 2
Caso F(E}) - é gk

oF o0&,

gl] a i:| égkaw

1

3 — Nogodes de Otimizacao Continua

para F(w) de segunda ordem

para F(w) qualquer

a, = Arg [MinF(w, + a, d)]

. existe? ¢ d.p. ?

O°F og;
H: h e e k
[ U] |:8w10w]} {é oW, 0w, }

32 /37
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Duas aproximagdes de H sdo utilizadas
1 - Aproximagdo de H para evitar a derivada segunda

para um par k F(w)= &

.= 8(813) = 2gkaﬁ
ow, ow,
6 _ 02 2\ y0f, on) sfeadn ,, o
T owow,  ow,| ow ow | < ow ow; ow, oW, 0w,
og, 0&, 1 1 .
X x g H, = V.V
Y ow, ow,; 2 " b8, —* 28] Kok

a aproximagao ¢ valida no entorno do minimo

para todos os pares

vzzEgkai}

Yk an.

H~F|-Lvv
Vk 2513 ok

2- Aproximagao de H para garantir a inversao da matriz

fazer H diagonal dominante

J=1
J#i

h

il

h,

y

Vi=1,..,n
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Uma solucao

-1
H'~(H +41)
A>0 A—0
Uma solu¢ao melhor
-1 : -1
H z(ﬂ +ﬂ,dzagﬂ)
hii .
0<A< -1 Vi=l..n A—0

Levenberg — Marquardt

o0&,

vk W,

1

1
H = —V,V
Z2n é|:28§ k k:|
ynﬂ :wn + andn

in :[ﬂn + ﬂ‘ l]l zn
a, = Arg [MinF(w, + @, d,)]

n
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Levenberg Marquadt - Algoritmo
Inicializacao

n=1; inicializarasw; 1=1,2, ..., V variaveis

Até que o critério de parada esteja satisfeito

Passo de treinamento n

~

Célculo do gradiente g,] e da aproximagio da Hessiana [4,]

oF e
calcular Z =g =
awg(n) Ei é?(%Vi
0°F ~ 1 0&P 0&P
nxh, .=F—
ow, aw,( V= @251’2 ow, Ow,

Calculo e aplicagdo do passo Aw

escolha A, adequado e inverta " C=[H,+A I

~-1

calcule d, =-H, g

realize a otimiza¢ao em linha

calcule a* = Arg [Min Fw, + «, in)]

35 /37
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Quasi Newton

Formulas basicas:

Vn+l = Vn + Hn (Wn+1 - Wn)

(V —Vn)=Hn(Wn+1—Wn)

n+l

(Wn+1 - Wn) = Gn (Vn+1 - Vn)

ondeG, ~H

BFGS — Broyden — Fletcher — Goldfarb — Shanno

Wnt1 = Wn + 0 dn

anﬂnﬂ-l_ﬂn:'gnZn

a, = Arg [MinF(w, + a, d)]

XZZrHI'Zn
dy y! y db| d,d
Qn—lrl: l' 1;1_1’1 Qn 1'_? = +%
dy, dny, | dny,
Gy ~H}

3 — Nogodes de Otimizacao Continua
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Gradiente Conjugado - nao usa H
Fletcher — Reeves
di — uma s6 vez por dimensao
Wi+l = Wn 1 0 dn

Qn = Bn (_1n—1 - Zn

a = Arg [Min F(w, + a, d)]

n

Leonard & Kramer Polak — Ribiere
2
_ ‘zn‘ _ (Vn Vi1 )t Vi
/3n 2 /3n 2
‘vn-l‘ ‘zn—l‘

Métodos de 2%. Ordem (Resumo)

Wntl = Wn + 0n dn

a, :Arg [Min F(w, +«, d)]

o, >0

d, depende do método
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